Análisis matemático 
Un enfoque constructivo 


Análisis matemático : un enfoque constructivo . - la ed. - Los Polvorines : 
Universidad Nacional de General Sarmiento, 2012. 
370 p. ; 23x16 cm. - (Textos básicos; 18) 


ISBN 978-987-630-134-3 


1. Matemática . 2. Análisis Matemático. 
CDD 511.24 


© Universidad Nacional de General Sarmiento, 2012 

J. M. Gutiérrez 1159 (B1613GSX) Los Polvorines, Bs. As. Argentina 
Tel.: (54 11) 4469-7507 Fax: (54 11) 4469-7504 

e-mail: ediciones@ungs.edu.ar 

www.ungs.edu.ar/ediciones 


Hecho el depósito que marca la ley 11.723. 
Prohibida su reproducción total o parcial. 
Derechos reservados. 


Analisis matematico 
Un enfoque constructivo 


Guillermo Matera 


Colección Textos Básicos 


Universidad 
Nacional de 
General 
Sarmiento 


UNIVERSIDAD NACIONAL DE GENERAL SARMIENTO 


AUTORIDADES 


Rector 
Dr. Eduardo Rinesi 


Vicerrector 
Lic. Gustavo Kohan 


Director del Instituto de Ciencias 
Dr. Roberto Schmit 


Directora del Instituto del Conurbano 
Lic. Daniela Soldano 


Director del Instituto de Industria 
Lic. Claudio Fardelli Corropolese 


Director del Instituto del Desarrollo Humano 
Dr. Daniel Lvovich 


Secretario de Investigación 
Lic. Pablo Bonaldi 


Secretaria Académica 
Dra. Gabriela Diker 


Secretario General 
Prof. José Gustavo Ruggiero 


Secretaria de Administración 
CP Daniela Guardado 


Secretario Legal y Técnica 
Dr. Jaime González 


Indice general 


Prefacio 


0 


Preliminares 

0.1 Conjuntos y funciones ................, 

0.2 Aritmética y álgebra de polinomios........... 
0.2.1 Números racionales. .............. 
0.2.2 Polinomios con coeficientes racionales .... 

03 "Cálculo: 0 A a Goa 


Algunos problemas modelo 

1.1 Una ecuación en geodesia . ............... 
1.2 Un problema de optimización en bioeconomia... . . 
1.3 Un problema de equilibrio en biología ......... 
1.4 Una taxonomía de problemas.............. 


Un problema “simple”: resolver x? = 2 

2.1 Primer intento: el método de bisección ......... 
2.1.1 La convergencia del método de bisección . . . 

2.2 Segundo intento: el método de Newton. ........ 
2.2.1 La convergencia del método de Newton ... . 


2.2.2 El método de Newton como un problema de equilibrio .......... 


2.3 La relación con un problema de minimización .... . 


Un problema general: resolver f(x) =0 

3.1 ¿Con qué aproximar?: Sucesiones ........... 
3.1.1 Sucesiones que convergena0 ......... 
3.1.2 Sucesiones convergentes ............ 

3.2 ¿Cuándo aproximar?: Funciones continuas...... . 
3.2.1 Propiedades de las funciones continuas ... . 

3.3 “Con qué aproximar” revisitado: sucesiones de Cauchy 


Aproximando la solución de x? = 2: desarrollos decimales 

4.1 La solución de x? = 2 con sucesiones de Cauchy. . . . 

4.2 Desarrollos decimales. ................. 
4.2.1 La primera aproximación: parte entera . ... . 
4.2.2 El caso general: la parte “decimal”... .... 


Indice general 


4.3 La “convergencia” de las sucesiones de Cauchy .................. 
4.3.1 El fenómeno de estabilización de dígitos. ................. 
4.3.2 Cada sucesión de Cauchy define un desarrollo decimal .......... 
4.4 La solución de x? = 2 mediante el método de bisección .............. 


El cuerpo ordenado de los números reales 

5.1 La definición “conjuntista’deR .......... 0... o... e... ..... 
5.1.1 Identificando desarrollos decimales infinitos . ............... 

5.2 Las operaciones aritméticas en R .......... o... o... ee 
5.2.1 Sucesiones de Cauchy equivalentes .......... o... ....... 
5.2.2 Propiedades de las operaciones aritméticas en R ............. 

5.3 La estructura de ordendeR ........... o... e... e... ........ 
5.3.1 La noción de positividad ......... o... o... ... . e... .. 
5.3.2 Elordendelk os o A enoatu de BA SE ee eds 

5.A Apéndice. Representación de punto flotante ......... 0... o... o... 
5.A.1 Números de punto flotante y redondeo ............ o... ... 
5.A.2 Aritmética de punto flotante ............ o... ........ 


Resolviendo los problemas modelo: nociones de completitud 

6.1 Completitud con sucesiones de Cauchy .......... o... o... .... 

6.2 Completitud con encaje de intervalos . ......... o... o... e... ... 
6.2.1 Encaje de intervalos y desarrollos decimales infinitos. .......... 

6.3 Completitud con sucesiones monótonas y acotadas ................ 
6.3.1 Las sucesiones monótonas y acotadas son de Cauchy ........... 
6.3.2 Una tercera hipótesis de completitud ............. o... ... 
6.3.3. ElnÚmero eiii a ne Goes 

64 LacompletiuddeR . occur a ee e 
OAL > -Blnumero a. vee bee ei ls Bees BA Re ee 


Ecuaciones polinomiales 

FA. Raices:enésimas:.0 5 ad a SS 
7.1.1 La exponencial racional ................ 00 eee ee eee 
7.1.2 El criterio de la raíz enésima ........ o... o... e... . +... 

7.2 Ecuaciones generales: aspectos cualitativos ........ o... . o... ...... 
7.2.1 Localización de las raíces reales ......... o... oo... .... 
7.2.2 Estimaciones sobre la cantidad de raíces reales .............. 

7.3 Cantidad de raíces en un intervalo: la regla de Sturm ............... 
7.3.1 Elalgoritmo de Sturm ................. e... 
73.2 El Teorema de SturM ................. 0.002 ee eee 

7.4 Ecuaciones generales: aspectos cuantitativos ........... o... e... ... 
7.4.1 Un método seguro: la regla de Sturm + bisección ............. 
7.4.2 El método de Newton para ecuaciones polinomiales............ 


Indice general 


8 Resultados de existencia para funciones continuas 


10 


11 


8.1 Existencia de ceros: el Teorema de Bolzano ................0 004 


8.1.1 Una versión topológica del Teorema de Bolzano: conexión ........ 


8.2 Existencia de extremos: el Teo 


rema de Weierstrass ................ 


8.2.1 Sucesiones en intervalos cerrados y acotados ............... 


8.2.2 Existencia de extremos de funciones continuas .............. 


8.2.3 Una versión topológica del Teorema de Weierstrass: compacidad... . . 


8.2.A Apéndice. Un algoritmo de minimización ................. 


8.3 Existencia de estados de equilibrio: el Teorema de Punto Fijo ........... 


8.3.1 Un caso de estudio . 


8.3.2 El caso general: funciones contractivas .......... o... .... 


8.3.3 Orden de convergencia ...... o... . e... e... 


El cuerpo ordenado completo de los números reales 


9.1 Lacompletitud de R .... 


9.1.1 La densidad de Q en R y la exponencial real ............... 


9.2 Supremo e ínfimo ...... 


9.2.1 La completitud en términos de supremos e ínfimos ............ 


93: SES ar 
9.3.1 Series convergentes . 
9.3.2 Criterio de Cauchy de 


CONVÉLEENCIA omic dai Ree ne 


9.3.3 Series absolutamente convergentes . .... o... o... a 


9.3.4 Aproximación de nim 
9.A Apéndice. La completitud y lo 
9.A.1 Extensiones de Q .. 


eros reales por medio de series ........... 
s cuerpos ordenados ..... o... oo... .. 


9.A.2 Algunos resultados técnicos sobre cuerpos ordenados........... 


9.4.3 La equivalencia de las 


tres hipótesis de completitud ............ 


9.A.4 Cuerpos ordenados arquimedianos completos ............... 


Continuidad de funciones reales revisitada 


10.1 Otra caracterización de la continuidad ....................... 


10.1.1 Continuidad de las fun 
10.1.2 Continuidad Lipschitz 
10.1.3 Límites “continuos” 
10.2 Caracterizaciones topológicas 
10.2.1 Conjuntos abiertos . 


ciones trigonómetricas ...... o... .... 


de la continuidad .................. 


10.2.2 Continuidad en términos de conjuntos abiertos o cerrados ........ 


10.2.3 Continuidad de la función inversa. ..................... 


10.3 Continuidad uniforme . . . . 


10.3.1 El módulo de continuidad ......................... 


Aproximaciones lineales: la noción de diferenciabilidad 


11.1 La noción de diferenciabilidad 


145 
145 
148 
151 
151 
153 
155 
158 
162 
163 
165 
170 


175 
176 
177 
180 
182 
183 
184 
186 
188 
193 
196 
197 
201 
207 
209 


213 
214 
216 
218 
219 
226 
228 
229 
230 
234 
236 


239 


Indice general 


11:1.1. Derivabilidad oag i aaa A A NA dade 
11.1.2 Diferenciabilidad y continuidad ......... o... o... ..... 
11.2 Reglas de derivación ............... e... 
11.2.1 Derivada de una composición de funciones ................ 
11.2.2 Derivada de la función inversa .......... o... ........- 


12 Estimaciones para funciones diferenciables 
12.1 Estimaciones globales: Teorema del valor medio . ........... o... .. 
12.1.1 La “conservación” del promedio ....... o... o... ... +... 
12.1.2 El Teorema del valor medio ......... o... oo... o... .. 
12.1.3 Aplicación a la demostración de desigualdades .............. 
12.1.4 La regla de L'Hópital ......... o... o... .. e... . +... 
12.2 Aproximaciones de orden superior: el polinomio de Taylor ............ 
12.2.1 Aproximaciones locales de orden superior. ............-.--. 
12.2.2 El Teorema de Taylor ........ o... oo... .. e... . +... 
12.2.3 Una expresión explícita del error en el Teorema de Taylor ........ 


13 Los problemas modelo con funciones diferenciables 
13.1 Minimización de funciones diferenciables ..................... 
13.1.1 Existencia de mínimos locales ........... o... ooo... ..-. 
13.1.2 Existencia de mínimos globables: funciones convexas .......... 
13.1.3 Caracterizaciones de funciones convexas y aplicaciones ......... 
13.2 Puntos fijos: la iteración de punto fijo revisitada .................. 
13.2.1 Una condición local de convergencia ........ o... oo... o. 
13.2.2 Orden de convergencia en la iteración de punto fijo ............ 
13.3 Resolución de ecuaciones: el método de Newton . .......... o... ... 
13.3.1 El orden de convergencia del método de Newton ............. 
13.3.2 Convergencia local del método de Newton... ...........0.. 
13.3.3 La convergencia global para funciones convexas ............. 


14 Integración definida l: funciones continuas 
14.1 Integración de funciones continuas .......... e... a 
14.1.1 Diferencias de sumas de Cauchy .......... o... a 
14.1.2 La integral definida de una función continua. ............... 
14.2 Propiedades de la integral definida ............ o... .. e... .... 
14.2.1 Propiedades aritméticas de la integral definida. .............. 
14.2.2 Monotonía de la integral definida ..................... 
14.3 Aproximación de la integral definida y estimación del error ............ 
14.3.1 El Teorema del valor medio para integrales ................ 
14.3.2 Aproximación por sumas de Cauchy ........... oo... o... 
14.3.3 Aproximación por el método de los trapecios ............... 


15 Integración definida Il: funciones integrables 


10 


277 


301 


313 
313 
315 
316 
316 
317 
319 


323 


Indice general 


15; 1: Funciones intestables Cuidar it Be SG 324 
15.1.1 Caracterización e—6 de la integrabilidad .................. 325 

15.1.2 Integrabilidad por medio de sumas inferiores y superiores ........ 327 

15.2 Clases de funciones integrables que no son continuas ............... 331 
15.2.1 Propiedades de las funciones integrables . ................. 331 

15.2.2 Funciones acotadas con finitas discontinuidades .............. 334 

16 Integración definida Ill: funciones derivables 337 
16.1 El Teorema fundamental del cálculo ............. o... o... .... 337 
16.1.1 Primitivas de funciones no necesariamente continuas ........... 340 

16.1.2 El error de los métodos de aproximación de la integral definida. ...... 343 

16.1.3 Una expresión integral del error en el Teorema de Taylor ......... 346 

16.2 Integralesimpropias.... 2... 2... an e p aa ee ee 349 
16.2.1 Integrales impropias en intervalos finitos ................. 349 

16.2.2 Integrales impropias en intervalos infinitos ................ 357 

16.3. Longitudide CUIVA ses.) oe pr a a e 359 
16.3.1 Longitud de curva para el gráfico de una función C! ........... 361 

16.3.2 Las funciones trigonométricas revisitadas .......... o... ..- 363 
Bibliografía 367 
Índice alfabético 370 


11 


Prefacio 


Existe, aparentemente, amplio consenso en que la posición predominante que ocupa la matemá- 
tica en la educación se debe, fundamentalmente, a su capacidad para “resolver problemas”, en 
especial a partir del conjunto de herramientas que constituyen lo que se conoce por “cálculo”. Ésta 
es una consideración central en los programas “oficiales” de matemática de la escuela media, que 
explica, en particular, la inclusión de temas de cálculo tales como límites, continuidad, derivadas 
e integrales de funciones de una variable en dichos programas. Sin embargo, la organización de 
estos contenidos sugiere un enfoque desde los fundamentos del cálculo más que desde la re- 
solución de problemas. De otra manera, parecería difícil de entender que el estudio de los límites 
de funciones de una variable preceda el concepto de continuidad, y éste a su vez preceda a los de 
derivación e integración. 


Históricamente, el desarrollo fue exactamente en la dirección inversa: sin remontarnos al mé- 
todo de exhaución de los griegos para el cálculo de áreas y el método de cálculo de tangentes 
de Fermat y otros, podríamos decir que el cálculo comienza con un nociones “difusas” de “infi- 
nitesimales” y “diferenciales”, a partir de las cuales progresivamente emerge lo que hoy en día 
denominamos el cálculo diferencial e integral. Algo más de un siglo después surge la noción de 
continuidad, y habrá que esperar cerca de otro siglo más para que dispongamos de nociones de 
límite y de número real razonablemente fundamentadas. Estos dos siglos de desarrollo de los 
fundamentos de las nociones básicas del cálculo no fueron un impedimento para que el cálcu- 
lo progresara. A pesar de los errores, las confusiones y las controversias, la potencia que las 
ideas del cálculo mostraban en la resolución de diversos problemas científicos y tecnológicos 
resultaron el motor de su desarrollo. 


Nuestra convicción es que en la enseñanza de la matemática resulta imperativo destacar el rol 
de la resolución de problemas como “elemento necesario para el origen y desarrollo de sus distin- 
tas ramas”, como bien expresan los programas oficiales del nivel medio de matemática. Así, este 
texto comienza con una “taxonomía” de problemas: la resolución de ecuaciones, la optimización, 
la búsqueda de estados de equilibrio y el cálculo de áreas. Estos problemas se constituyen en el 
motor del desarrollo de las herramientas del análisis, las cuales, a su vez, muestran su potencia 
precisamente en la aplicación a dichos problemas. En tal sentido, nuestro enfoque podría califi- 
carse de “constructivista” (aunque no en la forma en la que se entiende este término desde el 
ámbito de la filosofía de la matemática): elegimos enfatizar el punto de vista “constructivo” de 
la matemática computacional o aplicada, con el doble propósito de mostrar una matemática a la 
vez comprensible y útil. En particular, un tema transversal a este texto es el de la resolución en 
forma aproximada, habida cuenta de que son “pocos” los problemas que admiten soluciones que 
puedan determinarse explícitamente de forma simbólica o analítica. 
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Sobre los lectores 


El presente texto está orientado fundamentalmente a estudiantes de profesorado de matemática 
de escuela media, aunque también puede ser adoptado en cursos de análisis matemático de estu- 
diantes de licenciatura. En tal sentido, algunos temas de importancia en la matemática de la escuela 
media, como los números reales y las funciones polinomiales y “trascendentes elementales”, reci- 
ben un tratamiento que les otorga tal vez mayor preponderancia que en textos de “análisis” para 
estudiantes de licenciaturas en matemática. Asimismo, presuponemos que los lectores conocen las 
nociones básicas del “cálculo” diferencial e integral para funciones en una variable, a la vez que 
poseen familiaridad con el razonamiento matemático y un manejo fluido del lenguaje algebraico. 


Organización del texto 


Como hemos dicho, comenzamos estableciendo cuatro problemas “modelo” (Capítulo 1), a par- 
tir de los cuales planteamos algunas cuestiones claves para el desarrollo posterior. En el Capítulo 
2 consideramos ejemplos “simples” de estos problemas, que nos permiten proponer algunas es- 
trategias de resolución aproximada. Dado que no queremos simplificar un concepto complejo, 
como el del número real, en esta etapa las estrategias que proponemos consisten exclusivamente 
de aproximaciones racionales de la solución en consideración, y la validación de las mismas se 
realiza por medio de operaciones que involucran exclusivamente números racionales. En el Ca- 
pítulo 3 establecemos la “tecnología” con la que habremos de atacar los problemas modelo en la 
primera mitad del texto: el lenguaje de las sucesiones, las funciones continuas y las sucesiones de 
Cauchy (de números racionales). 

El tema central de los Capítulos 4, 5 y 6 es la noción de número real, cuyo fundamento se basa 
en la existencia de desarrollos decimales infinitos que no corresponden al de ningún número 
racional. Así, los números reales aparecen en primer lugar como un fenómeno “observable” (de- 
sarrollos decimales de sucesiones de Cauchy de números racionales que se “estabilizan”). Nuestro 
modelo de R no difiere esencialmente de la construcción clásica, debida originalmente a Méray y 
Cantor, según la cual se identifican dos sucesiones de Cauchy de números racionales si su diferen- 
cia converge a cero. La diferencia esencial de nuestro enfoque es que proveemos un representan- 
te canónico para cada clase de equivalencia: el que define el correspondiente desarrollo decimal 
infinito (admisible). De esta manera, nuestro modelo de los números reales se apoya en la forma en 
que los números reales aparecen en la experiencia “escolar”, como desarrollos decimales infinitos 
“truncados”. La noción de completitud surge ligada a las dificultades que nos plantean nuestros 
problemas modelo, y en tal sentido, se expresa por medio de varias “hipótesis”, relacionadas pero 
a priori diferentes, necesarias para justificar la validez de nuestras estrategias de resolución. 

En los Capítulos 7 y 8, usando el modelo de los números reales recién construido y las “hi- 
pótesis” de completitud, abordamos los tres primeros problemas modelo, primero con funciones 
polinomiales, y luego con funciones continuas. El Capítulo 7 se dedica a la resolución de ecuacio- 
nes polinomiales, y nos permite anticipar, en un contexto más simple, diversas cuestiones que serán 
estudiadas posteriormente en el marco de las funciones diferenciables (en particular, el polinomio 
de Taylor y el método de Newton). En el Capítulo 8 establecemos resultados de existencia para 
estos tres problemas modelo con funciones continuas: los teorema de Bolzano, Weierstrass y de 
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Punto fijo. Al mismo tiempo, analizamos bajo cuáles hipótesis sobre el dominio de las funciones 
en consideración estos resultados se satisfacen, lo que nos da el punto de partida para introducir 
dos nociones fundamentales de la topología de R: la conexión y la compacidad. 

En el Capítulo 9 se “cierra” la cuestión pendiente de la completitud de R, demostrando que las 
hipótesis de completitud que habíamos aceptado hasta el momento son equivalentes, y que dan 
lugar a un único modelo, salvo isomorfismos: el de un cuerpo ordenado completo arquimediano. 
Además, introducimos las series numéricas, junto con sus criterios más conocidos de convergen- 
cia, y estimaciones del error de la aproximación de números reales por medio de series truncadas. 

A partir del Capítulo 10 comienza lo que podríamos denominar la segunda parte del texto, 
marcada por la aparición de los límites “continuos”. Éstos aparecen ligados a las caracterizaciones 
topológicas de la continuidad. 

Los Capítulos 11, 12 y 13 se dedican a la noción de diferenciabilidad. La diferenciabilidad se 
introduce en el Capítulo 11 en relación con la existencia de aproximaciones locales lineales óp- 
timas, algo que ya había sido anticipado en la discusión del método de Newton, en tanto que la 
derivabilidad se presenta como la versión “operativa” de la diferenciabilidad. En el Capítulo 12 
obtenemos estimaciones para funciones diferenciables, fundamentalmente en base al Teorema del 
valor medio y el Teorema de Taylor. En el Capítulo 13 aplicamos todos los resultados de los dos 
capítulos precedentes a fin de obtener herramientas para resolver los tres primeros problemas mo- 
delo con funciones diferenciables. Comenzamos con la existencia de extremos locales y globales 
de funciones diferenciables y consideramos criterios locales de convergencia de la iteración de 
punto fijo y el método de Newton. 

Finalmente, los Capítulos 14, 15 y 16 se dedican al cuarto problema modelo: el cálculo de 
áreas (de figuras planas). En el Capítulo 14 consideramos la integral de Riemann de funciones 
continuas. Modelamos la noción de área definida por el gráfico de una función continua en un 
intervalo por medio de sumas de Riemann y de Cauchy y discutimos métodos aproximados de 
integración definida. El Capítulo 15, de carácter más técnico, se dedica a discutir la noción de 
función integrable (Riemann). Por último, el Capítulo 16 se centra en el Teorema fundamental del 
cálculo, las integrales impropias y una aplicación importante para los fundamentos de las funciones 
trigonométricas: el concepto de longitud de curva (del gráfico de una función de clase C'). 

Para concluir, cabe observar que, a lo largo del texto, definimos las funciones exponenciales y 
trigonométricas y establecemos sus propiedades más importantes, a medida que tenemos herra- 
mientas como para describirlas adecuadamente. 
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0. Preliminares 


El presente texto está destinado a lectores que conocen las nociones básicas del cálculo en una 
variable. También es conveniente que los lectores posean conocimientos de aritmética elemental 
y del álgebra de polinomios sobre los racionales. En este capítulo hacemos un resumen de las 
nociones y resultados que vamos a utilizar en el texto. 

Antes de comenzar con este resumen mencionamos la siguiente convención que hemos adopta- 


do: vamos a utilizar los símbolos “:=” y “=:” para definiciones, en tanto que vamos a reservar el 
símbolo “=” para identidades entre objetos matemáticos previamente definidos. Así, por ejem- 
plo, dado n € N, la expresión “n! := 1---n” indica que definimos el símbolo n! como el número 


natural 1---n. 


0.1. Conjuntos y funciones 


En lo que sigue vamos a utilizar la terminología y notaciones de la teoría de conjuntos en lo 
que se refiere a conjuntos y funciones. En particular, vamos a suponer conocidos los conceptos 
de conjunto, elemento, pertenencia y no pertenencia (representados por los símbolos “E” y “¢” 
respectivamente) e inclusión y no—inclusión (representados por los símbolos “Cc” y “ø” respecti- 
vamente). El conjunto vacío se denota por 0. 

Dados dos conjuntos A y B, recordamos que: 


= la intersección ANB de A y B es el conjunto de todos los elementos de A que pertenecen a 
B (o viceversa); 


= la unión! AUB de A y Bes el conjunto formado por todos los elementos que pertenecen a 
AoaB; 


a la diferencia A \ B de A y B es el conjunto de todos los elementos de A que no pertenecen a 
B; 
= el producto cartesiano? A x B de A y B es el conjunto de todos los pares ordenados (a,b) 


tales que a E€ A y b € B. 


Una función f de A en B es un subconjunto G(f) de A x B tal que, para cada a € A, existe un 
único b € B con (a,b) € G(f). La notación f : A + B indica que f es una función de A en B, 


l Cabe destacar que, si bien el concepto de unión es intuitivamente claro, la definición que hemos dado no está correcta- 
mente formulada en la teoría axiomática de conjuntos más comúnmente aceptada, esto es, la de Zermelo-Fraenkel (ver, 
por ejemplo, [Hal74]). Sin embargo, es fácil proveer definiciones “correctas” ad-hoc para cada caso en que utilizamos 
el concepto de unión en este texto. 

2Nuevamente, esta definición no es “correcta” en la teoría axiomática de Zermelo—Fraenkel. 
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en tanto que la pertenencia de un par (a,b) a G(f) se denota en la forma f(a) = b. El conjunto 
G(f) también se denomina el gráfico de la función f (aunque “es” de hecho la función f en sí). 
El conjunto A se denomina el dominio y el conjunto B el codominio de f. Por último, la imagen 
de f es el conjunto de los elementos b € B tales que existe a € A con f(a) =b. 

Dadas funciones f : A > B y g : B —> C, definimos la composición de f y g, que denotamos 
por go f, como la función de A en C tal que (go f)(a) := g(f(a)) para cada a € A. La función 
identidad id, : A > A de A se define por id, (a) := a para cada a € A. Una función f : A > B se 
dice inyectiva si f(a) = f(a’) implica que a =a’ para cada a, a! € A. A su vez, f se dice suryectiva 
si su imagen es B. Una función f : A — B inyectiva y suryectiva se dice biyectiva, y en tal caso, la 
función inversa f~! : B — A de f queda univocamente determinada por la regla: f~!(b) = a si y 
solo si f(a) =b. 

Dada una función f : A—>B y un subconjunto S C A, la restricción de f a S es la función 
de S en B, que denotamos por f 


s, definida por f|s(s) := f(s) para cada s € S. Asimismo, dado 
un subconjunto S C A y una función f : A — B, diremos que f es una extensión de una función 
g:S— B si f(s) = g(s) para cada s € S. 

Dada una función f : A — B y un subconjunto S C B, definimos la imagen inversa f~! (S)? de 
S por f en la forma 


f '(S):= {a €A : f(a) € S}. 
Asimismo, para R C A, definimos la imagen (directa) f (R) de R por f como 


f(R) := {b € B : existe a € R tal que f(a) = b}. 


Dado un conjunto A, un subconjunto S C A x A se denomina una relación de equivalencia 
(entre los elementos de A) si valen las siguientes condiciones: 


= (a,a) € S para cada a € A; 
= si (a,b) € S, entonces (b,a) € S; 


a si (a,b) € S y (b,c) E S, entonces (a,c) € S. 


0.2. Aritmética y álgebra de polinomios 


Denotamos por N al conjunto de los números naturales {1,2,3,...} y por Z al conjunto 


de los números enteros {0,+1,+2,...}. Una propiedad fundamental de N es el principio de 


inducción matemática, que enunciamos a continuación. 
Teorema 0.2.1 (Principio de inducción matemática). Sea S C N un subconjunto tal que: 
eles, 


a sik eS, entoncesk+1€S. 


3No debe identificarse la imagen inversa f~!(S) de un subconjunto S C B por una función f : A — B con la aplicación de 
la función inversa f~! a S: el concepto de imagen inversa es independiente de la existencia de la función inversa de 
la función en consideración. Sin embargo, en caso de que se trate de una función inversible, la imagen inversa f~! (S) 
de S C B coincide con el subconjunto que se obtiene aplicando la función inversa f~! a cada elemento de S. 
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Entonces S = N. 


En lo que sigue vamos a utilizar la siguiente desigualdad de Bernoulli, cuya demostración nos 
sirve a fin de ilustrar la aplicación del principio de inducción matemática. 


Lema 0.2.2 (Desigualdad de Bernoulli). Para a > —1 yn € N, vale la desigualdad 
(1+a)" > 1+na. (0.1) 


Demostración. Fijemos a > —1 y consideremos el conjunto S formado por todos los números 
naturales n para los cuales es válida la desigualdad (0.1). 
Observamos en primer lugar que 1 € S. En efecto, dado que 


(1+a) =1+a=1+1-a, 


concluimos que (0.1) es válida para n= 1. 
Supongamos ahora que k € S, y veamos que k+ 1 € S. Dado que k € S, sabemos que (1+a)* > 
1 + ka. Por lo tanto, 


(1+a)*t! = (14a)(1+a)* > (1+4)(1 + ka) =1+(k+ 1)a+ka? > 1+(k+ Da. 


Esto prueba que k+1 € S. 
En resumen, tenemos que | € S y, sik € S, entonces k+ 1 € S. En consecuencia, el principio de 
inducción matemática (Teorema 0.2.1) asegura que S = N, o, en otras palabras, que (0.1) resulta 


válida para cada n € N. 


Otra propiedad fundamental de los números naturales es el principio de la buena ordenación, 
que vamos a utilizar frecuentemente. 


Teorema 0.2.3 (Principio de buena ordenación). Todo subconjunto S C N no vacío posee un 
elemento mínimo. 
Coeficientes binomiales 


Para n € N, definimos el factorial n! de n por n! := 1---n. Asimismo, definimos 0! := 1. Dados 
números enteros n y k tales que 0 < k < n, se define el coeficiente binomial 


@ 3 a es Yori 1) 


De la definición se deducen inmediatamente las siguientes igualdades: 


Osa) 


Asimismo, tenemos la identidad de Pascal: si 0 < k < n, entonces 
ny (n= 1 in n—1 
k) \k-1 key” 
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A partir de estas identidades es fácil ver que CG es un numero entero que, de hecho, resulta igual 
a la cantidad de subconjuntos con k elementos del conjunto {1,...,2}. Por último, mencionamos 
la identidad del binomio de Newton, de utilidad en lo que sigue. 


Lema 0.2.4 (Binomio de Newton). Para a,b € R yn € N, vale la identidad 
(a+b)" = y (7) ap, 
io \K 


En relación con las operaciones aritméticas en Z, cabe mencionar la existencia y unicidad de la 
división con resto, que enunciamos a continuación. 


Teorema 0.2.5 (Teorema de la división). Si a y b son dos números enteros tales que b £ 0, existen 


únicos enteros q y r con las siguientes propiedades: 
= a=b-q+r, 


s 0<r< |b]. 


0.2.1. Números racionales 


Vamos a suponer conocido el conjunto Q de los números racionales, esto es, el conjunto de 
las fracciones m/n con m € Z y n € ZA {0}, con la convención (la relación de equivalencia) de 
que dos fracciones m/n y p/q son equivalentes si mq = np. 

Definimos el valor absoluto |a| de un número racional a € Q como: 

a sia>0, 


la| := . 
=a sia<0. 


El valor absoluto satisface las siguientes propiedades: si a,b € Q, entonces 


> 


= ja-b|=|a|-|b 


a |a+b| < |a| + |b| (desigualdad triangular). 


La distancia entre dos números racionales a,b se define como |a — b|. 

Un concepto fundamental en este texto es el de una sucesión de Q. Una sucesión (infinita) 
de racionales es simplemente una función a : N > Q. La imagen a(n) se denomina el n—ésimo 
término de la sucesión y se suele denotar en la forma a,. Asimismo, vamos a denotar a cada 
sucesión a: N > Q en la forma (an )nen. 

En ciertas ocasiones resulta natural numerar los términos de una sucesión por medio de los 
enteros no negativos Z>p := [OJUN. A fin de indicar que hemos adoptado dicha numeración, 
vamos a denotar a cada sucesión a: Z>9 > Q en la forma (an)n>0. 

Por último, cabe mencionar que, más adelante, vamos a considerar sucesiones de números rea- 
les, utilizando las mismas notaciones que para las sucesiones de Q. 
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0.2.2. Polinomios con coeficientes racionales 


Sea x una indeterminada. Denotamos por Z|x] al conjunto de los polinomios en la variable x 
con coeficientes enteros y por Q[x] al conjunto de los polinomios en la variable x con coeficientes 
racionales. 

Para f € Q[x], denotamos por gr(f) al grado de f. Un polinomio f € Q[x] de grado n se dice 
mónico si el coeficiente de x” es igual a 1. 

Vamos a suponer conocidas las operaciones aritméticas en Z[x] y Q[x]. En particular, de forma 
similar a lo que ocurre en Z, en Q (x] tenemos que la división con resto está bien definida, resultado 
que se conoce como el Teorema de la división en Q|X]. 


Teorema 0.2.6 (Teorema de la división). Si f y g son dos polinomios en Q|x] con g 40, existen 


únicos polinomios q y r en Q[x] con las siguientes propiedades: 
a f=g-qtr, 
a r=Oo gr(r) < gr(g). 


Una identidad que vamos a utilizar frecuentemente es 


xX —1= (x= e x1). 


Dados dos polinomios f, g € Q|x], denominamos el máximo común divisor entre f y g al po- 
linomio mónico d € Q|x] de mayor grado que divide a f y a g. Una forma de obtener un múltiplo 
constante del máximo común divisor de dos polinomios f y g en Q[x] es por medio del algo- 
ritmo de Euclides. El algoritmo de Euclides consiste en calcular la siguiente sucesión finita de 
divisiones, suponiendo que gr(f) > gr(g): 


f = gqotro, 

8 = rogtrn, 
ro = Friq2+T2, 
M2 = Mn—-19n + "n, 

Fn—1 = Fnqn +0. 


El resultado clave que relaciona el algoritmo de Euclides con el cálculo del máximo común divisor 
es el siguiente. 


Teorema 0.2.7. En el algoritmo de Euclides, el último resto r, no nulo es un múltiplo constante 


no nulo del máximo común divisor entre f y g. 


Dado un polinomio f € Q[x], diremos que un número racional a es una raíz de f de multipli- 
cidad k € N si (x—a)* divide a f pero (x—a)**! no lo divide. Un resultado clásico, debido a 
D” Alembert, es el siguiente. 
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Lema 0.2.8. Un polinomio no nulo f € Q|x] de grado n tiene a lo sumo n raíces en Q, contadas 
con multiplicidad. 


A su vez, tenemos el conocido criterio de Gauss para determinar las raíces racionales de un 
polinomio con coeficientes enteros. 


Lema 0.2.9 (Criterio de Gauss). Sea f := ag +a1x+-:*: +4px” € Z[x] un polinomio con ay 40. 
Si p/q es una raíz de f tal que p,q € Z no tienen factores comunes no triviales, entonces q divide 


a an y p divide a ag. 


Dado un polinomio f := ay + ax +--+ anx” € Q|x], definimos el polinomio derivado f’ 


de f por f’ := a, +2a2x+--- +nanx""!, Esta operación de derivación de polinomios posee las 
siguientes propiedades: si f y g son dos polinomios de Qļ[x], 


a (f+8) =f'+8'; 
(fig) =S g FSE 
a f'=Osi f es un polinomio constante. 


Más generalmente, para k > 2 definimos la k-ésima derivada de f por f := (f ey . El si- 
guiente resultado expresa la multiplicidad de las raices de un polinomio dado en términos de las 
derivadas sucesivas del mismo. 


Lema 0.2.10. Sea f € Q[x] un polinomio y a € Q un raíz de f. Entonces a es una raíz de multi- 
plicidad k > 1 de f si y solo si 


k-1) 


= aes una raíz comin de f,f',f",...,f*—" y no es raíz de f; 


= f =(x—a)*g(x), con g € Qi] y g(a) £0. 


Asimismo, una raíz a € Q de multiplicidad k > 1 de f es también una raíz de multiplicidad k — m 
de f™ para 1<m<k-1. 


Cabe destacar que también vamos a considerar polinomios con coeficientes reales. En tal caso, 
todos los resultados que hemos mencionado en esta sección, salvo el criterio de Gauss, se extienden 
de la misma manera a dichos polinomios. 


0.3. Cálculo 


Como hemos dicho, el presente texto está destinado a lectores que conocen las nociones básicas 
del cálculo de una variable. En tal sentido, suponemos que el lector está familiarizado con los 
conceptos de función continua, y de derivada e integral (definida) de una función continua. En 
particular, vamos a utilizar reiteradamente el siguiente resultado. 


Teorema 0.3.1 (Bolzano). Sea f : [a,b] +R una función continua tal que f(a)- f(b) < 0. Enton- 
ces existe c € (a,b) tal que f(c) =0. 
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Un importante resultado del cálculo de funciones de una variable, que vamos a utilizar antes de 
discutirlo en profundidad, es el Teorema del valor medio. 


Teorema 0.3.2 (Valor medio). Si f : [a,b] > R es una función continua que es derivable en (a,b), 


entonces existe c € (a,b) tal que 


Una conocida consecuencia del Teorema del valor medio es el siguiente resultado. 


Corolario 0.3.3. Sea f : [a,b] > R una función continua que es derivable en (a,b). Tenemos las 


siguientes afirmaciones: 
a si f'(c) < 0 para cada c € (a,b), entonces f es decreciente en [a, b]; 
a si f'(c) > 0 para cada c € (a,b), entonces f es creciente en [a,b]; 
a c€ (a,b) es un máximo o mínimo local de f, entonces f'(c) =0. 
El próximo resultado permite asegurar la existencia de ceros de la derivada de una función dada. 


Teorema 0.3.4 (Rolle). Sea f : [a,b] > R una función continua que es derivable en (a,b), tal que 
f(a) = f(b). Entonces existe c € (a,b) tal que f'(c) =0. 


Otro resultado clave que recordamos es el Teorema fundamental del cálculo, que establece 
una relación entre la integración y la derivación. 


Teorema 0.3.5 (Teorema fundamental del cálculo). Sea f : [a,b] — R una función continua y sea 
F : [a,b] > R la función 


Fl) := / f (tat. (0.2) 
Entonces F es derivable y F'(c) = f(c) para cada c € [a,b]. 


Una función derivable F : [a,b] — R que satisface la condición F'(x) = f(x) para cada x € [a,b], 
como en el Teorema fundamental del cálculo (Teorema 0.3.5), se dice una función primitiva 
de f. Una observación importante es que dos primitivas de la misma función difieren en una 
constante. Una consecuencia inmediata de esta observación y el Teorema fundamental del cálculo 
(Teorema 0.3.5) es el siguiente resultado, que a veces se denomina la segunda forma del Teorema 
fundamental del cálculo o la regla de Barrow. 


Corolario 0.3.6. Sea f : [a,b] > R una función continua y sea G : [a,b] +R una función primitiva 
de f en [a,b]. Entonces 


b 
a f(x)dx = G(b) — Gla). 
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En sus orígenes, el cálculo fue concebido como una herramienta para describir fenómenos físi- 
cos que involucran movimiento. Tales fenómenos se caracterizan a partir de las relaciones existen- 
tes entre cantidades de magnitudes físicas, que generalmente se representan por medio de ecua- 
ciones o sistemas de ecuaciones lineales, no lineales o diferenciales. 

El tipo de problemas más simple es aquel que se refiere a fenómenos descriptos a partir de una 
magnitud física. En lo que sigue vamos a presentar algunos problemas de este tipo, que nos van a 
plantear una serie de preguntas centrales que intentaremos responder en los capítulos siguientes. 


1.1. Una ecuación en geodesia 


La geodesia es la rama de la matemática aplicada que se interesa por la medida o la determina- 
ción de la forma de la Tierra. En este ámbito, la descripción de la Tierra se expresa en términos de 
una serie de parámetros, que se relacionan por medio de ciertas ecuaciones no lineales. 

En una primera aproximación, la Tierra es un elipsoide de revolución. La forma de dicho elipsoi- 
de puede definirse a partir de dos parámetros: el radio “ecuatorial” a y el radio “polar” b. También 
puede darse a y la (primera) “excentricidad” 


e:=4/1—b?/a*. 


Otros dos parámetros relevantes, la “tasa de rotación” @ y el producto GM de la constante gra- 
vitacional universal y la masa, permiten describir el campo gravitacional asociado. Estos cuatro 
parámetros, a, e, GM y 0, determinan de forma unívoca el elipsoide geodésico. Por último, cabe 
mencionar una constante J2 asociada al campo gravitacional, de carácter más técnico, que puede 
determinarse unívocamente en términos de estos cuatro parámetros. 

Todos estos parámetros se relacionan por medio de las siguientes ecuaciones, que tomamos de 
[Ale85]: 


4 wa e 
Bf, Spa ee 1.1 
25€ CMA ec 
siendo 5 
3 12 3 12 e 
2q0 = (1+3) arctane a e = cg (1.2) 


En la práctica se conocen de forma aproximada los valores de a, @, GM y J, y se trata de determi- 
nar e. Si reemplazamos el valor de e’ en la primera ecuación de (1.2) por su expresión en términos 
de e de la segunda ecuación de (1.2), obtenemos una expresión explícita de go en función de e. 
Reemplazando a su vez esta expresión en (1.1) obtenemos una ecuación que relaciona a a, (0, GM, 
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J2 y e. Así, dados a, (0, GM y Jo, se trata de determinar e a partir de la ecuación resultante. Esto 
plantea las siguientes cuestiones: 


= Dados a, @, GM y J2, ¿existe un único valor de e que satisface (1.1) y (1.2)? 


= Suponiendo que la respuesta a la pregunta anterior es afirmativa, ¿cómo puede determinarse 
e de forma aproximada? 


= Dado un método de aproximación de e, ¿cómo afectan los errores de “observación” en a, 0, 
GM y J al cálculo de e? 


1.2. Un problema de optimización en bioeconomía 


La sobreexplotación de los recursos pesqueros ha motivado el estudio del funcionamiento de 
la actividad pesquera. El objetivo fundamental es lograr un manejo sustentable de la misma, por 
medio de una asignación de los recursos pesqueros que garantice a su vez el aprovechamiento 
completo de los mismos. 

En tal sentido, el problema fundamental es la determinación de la captura o rendimiento má- 
ximo sustentable. Para esto es necesario determinar, para un stock explotado, si el nivel actual 
de la población se encuentra por encima o por debajo del que proporciona la captura máxima de 
equilibrio. Asimismo, es necesario proporcionar estimaciones del nivel de población y la intensi- 
dad correspondiente de pesca que generarían dicha captura. Para abordar esta cuestión de forma 
cuantitativa, ha sido propuesto un modelo matemático del siguiente tipo (ver, por ejemplo, [Cla79] 
o [MS85]): si B = B(t) es la biomasa (en peso) en el instante £ de tiempo, entonces el crecimiento 
de la biomasa está determinado por la ecuación diferencial 

O = F(B()) CU), 
donde F(B) es la función de crecimiento natural del recurso en consideración y C(t) es la tasa 
instantánea de capturas. El crecimiento natural del recurso suele expresarse en forma “logística”: 


F(B(t)) = rB(t) (1 = 20) ; (1.3) 


donde r es la tasa intrínseca de crecimiento poblacional y K es la capacidad de carga del ambiente. 
Por otro lado, en el modelo de Schaefer se propone la siguiente expresión para la tasa instantánea 
de captura C: 


C(t) =q f(t) Bt), 


donde f(t) es el esfuerzo de pesca y q representa el coeficiente de capturabilidad, definido como 
la fracción de población que es extraída por unidad de esfuerzo. 


Una explotación sostenible implica una tasa de crecimiento nula, esto es, 


dB 


da F(B(t))— C(t) = 0, o equivalentemente, F(B(t)) = C(t). 
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Asi, la maxima tasa de captura sostenible es aquella que corresponde al nivel de biomasa que 
maximiza la función de crecimiento F(B(t)) del recurso. En términos de dicho nivel de biomasa, 
puede determinarse el esfuerzo de pesca f(t) correspondiente. 

Una diferencia esencial entre los recursos pesqueros y otros recursos naturales, tales como los 
forestales, es que el “stock” existente no es observable. Por ende, el modelo se basa en parámetros 
que son difíciles de estimar. Más aún, en el caso de pesquerías multiespecíficas se hace difícil 
discernir el esfuerzo efectivo aplicado a cada especie, por lo que diversas funciones de crecimiento 
de población F y de tasa de capturabilidad C han sido consideradas. En tal sentido, el problema 
de los recursos pesqueros plantea las siguientes cuestiones: 


= Dadas funciones F y C, ¿existe un único valor f(t) de esfuerzo de pesca correspondiente a 
la máxima tasa de captura sustentable? 


= Suponiendo que la respuesta a la pregunta anterior es afirmativa, ¿cómo se determina dicho 
esfuerzo de pesca de forma aproximada? 


= ¿Cómo afectan a estos valores modificaciones en los valores de los parámetros del modelo? 


1.3. Un problema de equilibrio en biología 


En el estudio de la evolución de poblaciones, ya sea que se trate de poblaciones humanas, 
de especies en peligro de extinción, o de ciertos tipos de virus o bacterias, se utilizan modelos 
matemáticos que contribuyen al entendimiento del comportamiento dinámico de la población en 
consideración y permiten hacer predicciones sobre el mismo. 

En particular, los modelos de una especie son relevantes para los estudios de laboratorio. En 
muchas especies no existen interacciones significativas entre generaciones sucesivas, por lo que el 
crecimiento de la población procede esencialmente de manera discreta. Si adoptamos una escala de 
tiempo de forma tal que una nueva generación tarda tiempo 1 en nacer, el modelo debe entonces 
expresar la población al tiempo t+ 1, que notamos por N+), en términos de la población N; al 
tiempo +. Esto nos lleva a estudiar un proceso de evolución de la forma 


Ni = f (N:), (1.4) 


donde f(N;) es, en general, una función no lineal de N,. 

Generalmente se observa que poblaciones pequeñas se incrementan, en tanto que poblaciones 
grandes tienen a declinar en número. En la Figura 1.1 ilustramos la forma típica del gráfico de una 
función f que representa una dinámica de evolución de este tipo. 

A fin de modelar este comportamiento se ha propuesto la ecuación logística de Verhulst, donde 
el crecimiento de la población se describe por una función del tipo (1.3) (ver, por ejemplo, [EK05]). 
Un modelo más realista, conocido como la curva de Ricker, es el siguiente (ver, por ejemplo, 
[Mur02, $2.1]): 


N, 
Nas =Nexp(r(1-%)); r>0,K>0. (1.5) 
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Nev 


N41 = F(N,) 


N, 


Figura 1.1.: Forma típica del crecimiento en el modelo N;+1 = f(N,). 


En este modelo, al igual que en el de la ecuación logística, la tasa de crecimiento se reduce para 
valores “grandes” de N,, aunque, a diferencia del modelo de la ecuación logística, los valores de 
N;+1 son positivos para cualquier valor de N;. 

Se ha observado que la cantidad de miembros de la población de una especie dada, sea ésta 
grande o pequeña, frecuentemente alcanza un estado “estacionario”, luego del cual no se observan 
cambios apreciables en la misma (salvo que ocurran cambios significativos en el medio ambiente 
correspondiente). Un estado estacionario (o de equilibrio) es una cantidad de población N* para 
la cual, de acuerdo con la ley de evolución (1.4), la población de la especie en cuestión se mantiene 


constante, esto es, 
N* = f(N*). (1.6) 


Determinar los estados de equilibrio de una ley de evolución dada, como por ejemplo la que 
define la curva de Ricker (1.5), es fundamental para describir la dinámica de crecimiento de la 
población considerada. En tal sentido, dada una ley de evolución (1.4), se plantean las siguientes 


preguntas: 
a ¿Existen soluciones de (1.6)? 
= En tal caso, ¿cómo pueden determinarse éstas de forma aproximada? 


a ¿Son estables? Es decir, dada una cantidad de población N, “cercana” a un estado estacio- 
nario N*, ¿evoluciona la población hacia dicho valor estacionario N*? 


1.4. Una taxonomía de problemas 


En resumen, diversas cuestiones científicas y tecnológicas conducen a modelos matemáticos 
que requieren resolver problemas de alguno de los siguientes tipos: 
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= resolver la ecuación (no lineal) 


F(x) =0, (1.7) 
= resolver el problema de minimización 
min f(x). (1.8) 
xEA 
= determinar los estados de equilibrio 
f(x) =x. (1.9) 


Preguntas típicas que se plantean en relación con (1.7), (1.8) y (1.9) son la existencia y unicidad de 
las soluciones, cómo determinarlas y cuán “estables” son en presencia de pequeñas perturbaciones 
de los parámetros del problema. 

Históricamente el enfoque predominante ha sido el de resolver estos problemas en forma “exac- 
ta” (o “analítica” o “simbólica”). Esto puede apreciarse, por ejemplo, en los esfuerzos por resolver 
la ecuación polinomial “general” de grado n por radicales, esfuerzos que culminaron con las cono- 
cidas fórmulas de la soluciones de la ecuación de grado 2, 3 y 4, y la demostración de Niels Abel y 
Evariste Galois de la inexistencia de una fórmula por radicales de las soluciones de la ecuación de 
grado n sin > 5. Más generalmente, “pocas” ecuaciones del tipo (1.7), o problemas de minimiza- 
ción del tipo (1.8), o de estados de equilibrio del tipo (1.9), admiten soluciones en forma cerrada 
o analítica que sean significativas desde el punto de vista de la aplicación en consideración. Por lo 
tanto, se impone la necesidad de resolver dichos problemas de forma aproximada. Esto, a su 
vez, nos plantea otras cuestiones: 


= ¿cómo (de qué manera) aproximar? 
= ¿cuánto aproximar? 


Resolver (1.7), (1.8) y (1.9) de forma aproximada va a ser la cuestión central que va a guiar el 
desarrollo de los capítulos 3 a 13. Adicionalmente, en los capítulos 14 a 16, vamos a considerar 
otro problema fundamental: el de determinar (de forma aproximada) el área de figuras planas. 
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2. Un problema “simple”: resolver x? 


A fin de comenzar a discutir las cuestiones generales que planteamos en el capitulo anterior, 
vamos a analizar un problema de tipo (1.7) sencillo: determinar las soluciones positivas de la 
ecuación 

x —-2=0. (2.1) 


En primer lugar, es fácil ver que (2.1) solo puede tener una solución positiva, dado que si 
a, B son posibles soluciones positivas distintas, digamos a < B, entonces œ? < aB < fB?, con 
lo cual solo una de ellas puede ser solución (en la Sección 7.2.2 vamos a darle un tratamiento 
más sistemático a la cuestión de la cantidad de soluciones de una ecuación polinomial). A primera 
vista, parecería no ser muy interesante interrogarse acerca de la solución positiva de (2.1), dado 
que “sabemos” que es x = V2. De hecho, ésta es la forma en que habitualmente se define y/2: la 
única solución positiva de (2.1). Sin embargo, esto no parecería darnos una “solución” de (2.1): 
simplemente hemos utilizado un símbolo para representar la solución que estamos buscando. Más 
bien, nos plantea la pregunta básica: ¿qué significa “resolver” (2.1)? 

Una posible forma de “resolver” (2.1) “de manera exacta” sería hallar un racional positivo œ 
tal que œ? — 2 = 0. Desafortunadamente, (2.1) no tiene soluciones racionales: según el criterio de 
Gauss (Lema 0.2.9), si a/b es una raíz racional de x? — 2 con (a,b) = 1, entonces b divide a 1 y a 
divide a 2, lo cual nos deja a a/b = +=1,+2 como únicas posibles raíces racionales. Es claro que 
ninguno de estos valores es raíz de x? — 2. 

No podemos entonces “encontrar” una solución exacta (es decir, racional) de (2.1). Y en este 
punto es fundamental tener en cuenta que, de acuerdo a lo que hemos dicho en el Capítulo 1, nues- 
tra ecuación (2.1) probablemente describa una magnitud que queremos determinar. En tal sentido, 
si no podemos determinar dicha magnitud de manera exacta, tal vez podamos aproximarla con 
“suficiente” precisión (de nuevo, a los fines del modelo en cuestión). En lo que sigue, cuando se 
trate de resolver una ecuación que no posea una solución exacta (digamos, para fijar ideas, una 
solución racional) que pueda determinarse explícitamente, vamos a considerarla “resuelta” si 
podemos determinar aproximaciones suficientemente precisas del problema en consideración. 


2.1. Primer intento: el método de bisección 


Se trata entonces de resolver aproximadamente (2.1), esto es, se trata de determinar racionales 
positivos que sean “aproximadamente” raíces de la función f : x x? — 2. 

A fin de orientar nuestra búsqueda, vamos a suponer por el momento que (2.1) admite una solu- 
ción positiva, digamos a. Así, f(a) := 0? —2 =0. Dado que, como hemos observado, la función 
x > x? es estrictamente creciente en los positivos, inmediatamente deducimos que f también es 
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estrictamente creciente en los positivos. Además, f(1) < 0 y f(2) > 0, con lo cual sería “espera- 
ble” que 1 < a < 2. En otras palabras, si existe una solución de (2.1), ésta debe necesariamente 
pertenecer al intervalo “inicial” 

lo := lag; bo] := [1,2]. 


Como aproximación inicial, vamos a elegir al punto medio 


q ao + bo 


co: 2 1,5, 


que asegura que el error | — co| que cometemos al aproximar & por co es |œ — col < 0,5. 
Supongamos que, a los efectos del modelo en consideración, la aproximación cy := 1,5 de la 
solución (2.1) es demasiado grosera. A fin de mejorar nuestra aproximación inicial cy, “partimos” 
a lo “por co” y nos quedamos con la mitad izquierda [ap; co], o derecha [co; bo], según sea el caso, 
en la cual la función f cambia de signo (ver la Figura 2.1). En este caso f(co) > 0, con lo cual 
definimos 
h := [a;;b1] := [1;1,5]. 


Como antes, nuestra nueva aproximación es 


ai +b 
ci = 2 = 1,25, 
y tenemos que |@ — cı| < 0,25. 
Ya 
f(a) Ẹ¢-------------------------- 
a 
AEE ------ 
r 
f (ao) $ nis eee gy l 
lo 
ul] 


Figura 2.1.: Los dos primeros intervalos del método de bisección. 


En la siguiente etapa, aplicamos la misma idea a J): dado que f(c1) < 0, definimos 


h:= [a2, ba] = [c1,b1] = [1,25; 1,5], C2: 


b 
= a = 395° 
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Tabla 2.1.: El método de bisección aplicado a x? — 2 = 0. 


n An bn Cn F(cn) 
O | 1.00000000000 | 2.00000000000 | 1.50000000000 | 0.250000000 
1 | 1.00000000000 | 1.50000000000 | 1.25000000000 | -0.437500000 
2 | 1.25000000000 | 1.50000000000 | 1.37500000000 | -0.109375000 
3 | 1.37500000000 | 1.50000000000 | 1.43750000000 | 0.066406250 
4 | 1.37500000000 | 1.43750000000 | 1.40625000000 | -0.022460938 
5 | 1.40625000000 | 1.43750000000 | 1.42187500000 | 0.021728516 
6 | 1.40625000000 | 1.42187500000 | 1.41406250000 | -0.000427246 
7 | 1.41406250000 | 1.42187500000 | 1.41796875000 | 0.010635376 
8 | 1.41406250000 | 1.41796875000 | 1.41601562500 | 0.005100250 
9 | 1.41406250000 | 1.41601562500 | 1.41503906250 | 0.002335547 
10 | 1.41406250000 | 1.41503906250 | 1.41455078125 | 0.000953913 


Este proceso, conocido como el método de bisección, puede proseguirse indefinidamente, obte- 
niéndose de esta manera “mejores” soluciones aproximadas c,, de (2.1). 

Más precisamente, el método de bisección nos provee una estrategia que nos permite refinar su- 
cesivamente el intervalo inicial Jọ con intervalos I, := [an; bn] que siempre contienen una solución 
de (2.1), de modo tal que la longitud de los mismos “converge” a 0. Si cn es el punto medio de J, 
para cada n > 0, es de esperar que c, resulte una “mejor” solución aproximada de (2.1) a medida 
que crece n. 

Los primeros 10 intervalos con sus correspondientes puntos medios están listados en la Tabla 
2.1. La cuarta columna (donde los resultados han sido redondeados a 9 dígitos decimales) es 
fundamental para verificar que efectivamente estamos resolviendo de forma aproximada (2.1). 
Más precisamente, dado que se trata de determinar una raíz positiva de la función f, el hecho de 
que las entradas en la cuarta columna “converjan” a O representa una fuerte indicación de que los 
términos c, resuelven progresivamente (2.1). Cabe destacar que este proceso no es monótono, es 
decir, no es cierto que cada nueva aproximación mejora la anterior, aunque una mirada de conjunto 
parecería indicar que globalmente la aproximación tiende a mejorar. 


2.1.1. La convergencia del método de bisección 


La Tabla 2.1 sugiere que el valor absoluto de f(c,) “converge” a 0, con lo cual los términos cn 
van resolviendo “progresivamente” (2.1). Justificamos (parcialmente) esta afirmación. Mediante 
el método de bisección hemos producido una sucesión de intervalos (con extremos racionales) 
(In)n>0 encajados, es decir, tenemos que 


hOdhDhD-:::. 


Asimismo, cabe destacar que b, — an = 2~" para cada n > 0, dado que by — ay = 1 y la longitud de 
cada nuevo intervalo I, := fan, bn] es la mitad del anterior. Por último, la elección de cada intervalo 
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I, se realiza de forma tal que a? =2<0< be — 2. Así, en resumen, la sucesión de intervalos (J; )n>0 
satisface las siguientes propiedades: 


1. b,-4=2", 
2. flan) <0 < f(bn). 


Analizamos ahora la sucesión de puntos medios (c,)»>0. Siendo an, bn y Cn racionales positivos 
tales que dy < Cy < bn y f :x++ x? — 2 una función estrictamente creciente en los racionales 
positivos, deducimos que 


-2< -2< b2. 


n 


Dado que a? — 2 = f (an) < 0 y b2? — 2 = f (bn) > 0, concluimos que 


|c? —2| < max{b* — 2,2 — a} < b? — 242-2 = b? — a? = (bn — an) (bn + an). 


no n 


Por otro lado, la suma ay + bo es igual a 3, en tanto que a, < bn < 1,5 paran > 1. En consecuencia, 
an + by < 3 para cada n > 0. Concluimos que |c? — 2| < 3/2", es decir, tenemos el siguiente 
resultado. 


Lema 2.1.1. La estimación |c? —2| < 3-27" es válida para cada n > 0. 


De este resultado deducimos que el valor absoluto de f(c,) puede hacerse “tan chico como uno 
quiera” con tal de tomar n suficientemente grande. Por ejemplo, si elegimos € := 0,1, teniendo en 
cuenta la estimación |c? — 2| < 3-27" vemos que |c? — 2| < 0,1 para cada n € N tal que 3-27" < 
0,1, o equivalentemente, tal que 30 < 2”. Así, para n > 5, el punto c, satisface la estimación 
|c? — 2| < 0,1. De todas maneras, si miramos la tabla y comparamos los valores listados con la 
aproximación de \/2 de una calculadora, vemos que en realidad esta estimación se satisface para 
cada n > 3. 


Ejercicio 2.1.2. Para cada uno de los valores e := 0,01 y e := 0,000001, hallar ng tal que 
|f(cn)| < € para n > no. ¿Son óptimos los valores de ny hallados? 


Ejercicio 2.1.3. Repetir el análisis del ejercicio anterior para un intervalo [a,b] arbitrario con 


f(a) <0< f(b): 
= obtener estimaciones para |c? —2| en función de la longitud del intervalo [a,b], 
= para € := 0,1, € := 0,01 y e := 0,000001, hallar no tal que |f(cn)| < € para n > no. 


Ejercicio 2.1.4. Sea g : x> x? +x—1. Observamos que g(0) = —1 < 0 < g(1) = 1, por lo que es 
“esperable” que la ecuación g(x) = 0 tenga una solución & con 0 < a < 1. 
Sea Jn := [rn,sn] el n-ésimo intervalo que se obtiene aplicando el método de bisección a la 


ecuación g(x) = 0, comenzando con el intervalo Jo := [0,1], y sea tn := (Tn + Sn) /2. 
1. Demostrar que si0 < a < B, entonces g(a) < g(B). 
2. Demostrar que |t? +t, — 1| < max{s? +s, — 1,1 — rn — rż} para cada n > 0. 


3. Deducir que |t? +tn— 1| < 3(Sn — rn) para cada n > 0. 
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4. Concluir que |t? +t, — 1| <3-27" para cada n > 0. 


5. Para cada uno de los valores e := 0,01 y e := 0,000001, hallar ny tal que |g(tn)| < € para 
n > no. 


2.2. Segundo intento: el método de Newton 


En esta sección vamos a desarrollar un método alternativo para “resolver” (2.1), es decir, un 
método que nos permite resolver de forma aproximada la ecuación (2.1). Como en la sección 
anterior, a fin de explicar las ideas que nos conducen a dicho método vamos a suponer que existe 
una solución @ > 0 de (2.1). 

Supongamos que tenemos una aproximación inicial ag de œ. Teniendo en cuenta que es fácil 
resolver ecuaciones lineales, vamos a reemplazar la función f(x) := x? — 2 por una función lineal 
que la aproxime para valores del dominio “cercanos” a ag, y vamos a buscar la raíz a; de esta 
última. Esta idea de “linealizar”, es decir, de reemplazar un problema no lineal por uno lineal, es 
una estrategia general de aproximación, como vamos a ver más adelante. 

A modo de ejemplo, supongamos que tenemos la solución aproximada ay = 1,5. Expresemos 
a en términos de ag y el error ey que cometemos en dicha aproximación, es decir, en la forma 
a = ao + eo = 1,5 + eo. Tenemos entonces 


2= 07 = (1,5 +e0) = 1,57 +2-1,5-e0+ e. (2.2) 


Suponiendo que la aproximación ay = 1,5 de @ que tenemos es “razonablemente buena”, el error 
ey resulta significativamente menor que ay y &. Si obtenemos una “buena” aproximación para el 
error ep, tendremos entonces una “mejor” aproximación para el valor œ que deseamos calcular. 
“Linealizar” en este contexto significa “despreciar” el término cuadrático en eg de (2.2), que re- 
sulta significativamente menor que los restantes sumandos en (2.2), obteniendo de esta manera la 
fórmula aproximada 

EL +2-1,5-e0. 


De esta expresión deducimos inmediatamente la aproximación 


152 _ F(1,5) fa) 


AA A 2a 


Así, si el error ey que cometemos al aproximar œ por ag se aproxima por — f (ao) /(2a9), sumando 
ag con la aproximación del error ey obtenemos una nueva aproximación a; de la solución @, esto 


es, 
f(a) do, 1 
= = | ; 2.3 
a 20 2ao 2 ao ( ) 


Prosiguiendo el argumento, expresemos nuevamente a @ en términos de a; y el error e, que 
cometemos al aproximar a @ con aj, es decir, e; := & — aj. Dado que 


2=a7 =(a,+e1)? =a} +2-a e1 +e, aj +2-a)-e1, 
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podemos aproximar a e, por (2 —aj)/(2a1) = —f(a1)/(2a1). Así, sería esperable obtener una 
mejor aproximación de œ que a, por medio de 


Prosiguiendo de esta manera, obtenemos una sucesión (an)n>0, cuyo primer término es ay := 1,5 
y está definida de forma recursiva por: 


An 1 
An+1 = > + a (n E 0). (2.4) 


El proceso por el cual obtenemos esta sucesión se denomina el método de Newton. 


El método de Newton también puede deducirse por medio de argumentos geométricos, como 
vamos a mostrar a continuación. Supongamos nuevamente que tenemos dada una solución apro- 
ximada inicial ag de la solución œ de la ecuación (2.1). 


y», 
y=X2-2 
Japke 
š 
baz y = 2ao(x — ao) + f (a0) 


Figura 2.2.: La geometría del método de Newton. 


Hemos dicho que la idea era “linealizar” nuestro problema. Para esto, consideramos la recta que 
“mejor aproxima” el gráfico de la función f en un entorno de nuestra aproximación inicial ag, es 
decir, la recta tangente al gráfico de f en ao. Se trata de la recta de ecuación y = 2ap(x— ao) + 
f(ao), que graficamos en la Figura 2.2. Así, en lugar de hallar una raíz de la función f, hallamos 
la raíz de la función lineal x > 2ap(x— ao) + f (ap), esto es, resolvemos la ecuación lineal 


2ay(x— ao) + f(ap) = 0. 
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Si ao # 0, entonces esta ecuación tiene una única solución, a saber: 


Este es precisamente el valor que elegimos como nueva aproximación de (2.1), que coincide con 
la expresión (2.3), que obtenemos por medio de un argumento “analítico”. 


Ejercicio 2.2.1. Recordamos que, en el Ejercicio 2.1.4, hemos visto que es esperable que la ecua- 
ción g(x) = 0 tenga una solución œ con 0 < a@ < 1, siendo g:xHx2+x=1. 


1. Supongamos que existe tal solución A y sea ay una “aproximación” de a. Si ey := A — ao, 


demostrar que ay + ag — 1 + 2ageo + eo = g(a0) + 2 (ay)eo ~ 0, si se desprecian términos 
cuadráticos en ep. 


2. Concluir que, si g' (ay) 4 0, entonces ey ~ —g(ap) /2' (ao). 
3. Deducir que es “esperable” que la sucesión (a, )»>0 definida por 


glan) 
8! (Gn) 


An+1 = An — 


provea aproximaciones “progresivamente mejores” de la solución a de g(x) = 0. Esta es la 


sucesión del método de Newton aplicada a la ecuación g(x) = 0. 


Ejercicio 2.2.2. Generalizamos los argumentos del ejercicio previo. Sea h : x + ax? +bx+c una 


función cuadrática tal que existe una solución œ de la ecuación h(x) = 0. 


1. Sea ag una aproximación de a. Si ey := 0 — ay, demostrar que h(ay) + h'(ay)eo = 0, 
si se desprecian términos cuadráticos en ey. Concluir que, si h' (ao) £ 0, entonces ey ~ 


—h(ag)/h' (ao). 
2. Deducir que es “esperable” que la sucesión (a,)»>0 definida por 


= h(an) 
h' (an) 


An+1 := An 


provea aproximaciones “progresivamente mejores” de la solución a de h(x) =0. Ésta es la 
sucesión del método de Newton aplicada a la ecuación cuadrática general h(x) = 0. 


2.2.1. La convergencia del método de Newton 


A fin de analizar el comportamiento de la sucesión (an)n>0 comenzamos estudiando los pri- 
meros valores obtenidos, que mostramos en la Tabla 2.2. Observamos que solo 4 iteraciones del 
método, representado por los valores de la primer columna de dicha tabla, son suficientes para 
conseguir un valor a3 que se “comporta como una raíz de f”, en el sentido de que, redondeado a 
9 dígitos decimales, f(a3) “es” 0. 
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Tabla 2.2.: El método de Newton aplicado a x? — 2 = 0. 


An flan) 
1.50000000000000 | 0.250000000 
1.41666666666667 | 0.006944444 
1.41421568627451 | 0.000006007 
1.41421356237469 | 0.000000000 
1.41421356237309 | 0.000000000 
1.41421356237309 | 0.000000000 
1.41421356237309 | 0.000000000 


Du hu OS 


Ahora discutimos en qué sentido la sucesión (a, )»>0 resuelve la ecuación (2.1). Para esto, nue- 
vamente, vamos a estudiar el comportamiento de la sucesión (a? —2)»>0. Dado que los sucesivos 
términos de (an)n>0 se obtienen mediante la fórmula “recursiva” (2.2), resulta natural comparar 


a? ¡ — 2 con a? — 2. En tal sentido, tenemos la relación 
2 29 
2 An 1 (a; Ti 2) 
2=(2} 2= 2.5 
Anyi ( 2 ~) 4a? (23) 


válida para valores positivos de aņ„. Esta identidad es fundamental a fin de determinar el compor- 
tamiento de (a? — 2)y>0. 


Lema 2.2.3. Si0<a, <2 y a? > 2, entonces: 
1. 0<4an+1 <2yaæ >2. 
2. a, -2< (6-2). 


Demostración. La desigualdad a,+1 > 0 se deduce directamente de la hipótesis a, > 0 y la defi- 
nición (2.4). Por otro lado, la desigualdad al +1 > 2 es consecuencia directa de la identidad (2.5). 
A fin de demostrar que a, +1 < 2, observamos que la hipótesis O < a, < 2 implica la? =2|<2, y 
por lo tanto 


Se deduce que a? 41 <2+1 /2 <4, de donde concluimos que an+1 < 2. 


En cuanto a la segunda afirmación, combinando la hipótesis a? > 2 con (2.5) resulta 


a 


< 


2 2 
2 _ (a, -2) 1) 4 2 
n+1 2= 4a2 8 (a; 2) ’ 


lo cual concluye la demostración. 


Concluimos que la iteración (2.4) está bien definida para cualquier valor 0 < ag < 2 tal que 
aj, > 2. Más aún, el valor f(a,) se “acerca progresivamente” a 0 a medida que n crece, como 
puede constatarse en el siguiente ejercicio. 
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Ejercicio 2.2.4. En las condiciones del Lema 2.2.3, demostrar que (dn)n>0 satisface la estimación 
la? —2| < ¿[az — 2| para cada n > 0. Para £ := 0,1, e := 0,001 y € := 0,00000000001, hallar 
no EN de modo que |f(a,)| < € para cada n > no. 


Ejercicio 2.2.5. En las condiciones del Lema 2.2.3, ¿puede encontrar una mejor estimación para 
la? —2| sabiendo que [az —2| < 5 (como en la Tabla 2.2)? En tal caso, explique la diferencia entre 
las Tablas 2.1 y 2.2. 


Ejercicio 2.2.6. ¿Qué puede decirse de (2.4) para valores ay > 0 que satisfacen di <2? ¿Y para 
ay > 2? 


Ejercicio 2.2.7. Repetir el análisis de los ejercicios anteriores para la ecuación x? — a = 0, donde 


a es un racional positivo que no es un cuadrado. 


Ejercicio 2.2.8. Consideramos nuevamente la ecuación g(x) =0 de los Ejercicios 2.1.4 y 2.2.1, 
siendo g: x x2+x-—1. Enel Ejercicio 2.2.1 demostramos que la sucesión (an)n>0 del método 
de Newton aplicado a esta ecuación es: 


glan) _ a +1 
g'(an) 2an+1' 


An41 = An 


1. Demostrar que g(an+1) = (g(an))?/(g (an))? para cada n > 0. 
2. Demostrar que si 1/2 < a, < 1, entonces 0 < g(an+1) < (g(an))?/4< lg(an)|/4. 


3. Concluir que si 1/2 < ay < 1, entonces |g(an)| < lg(a0)/47" para cadan > 1. 


2.2.2. El método de Newton como un problema de equilibrio 


De acuerdo a lo dicho en la sección previa, por medio del método de Newton hemos obtenido 
una sucesión (an)n>0, definida de manera recursiva, que resuelve (de forma aproximada) la ecua- 
ción (2.1). Esta sucesión, comenzando en la aproximación inicial ag := 1,5, puede verse como un 
“proceso evolutivo”: cada nuevo término a, 1 se obtiene aplicando una “ley de evolución”, la 
determinada por la función 


de col 
h:x=> =+- 
2 x 
al término anterior aņ, es decir, 
a 1 
an+1:=h(an)= 2] += (n>0). 
2 an 


Gráficamente, podemos describir este proceso de la siguiente manera: comenzando en ag := 1,5, 
obtenemos el término a; := h(ay) como la primera coordenada del punto de intersección de la 
recta de ecuación y = h(ap) con la recta y = x (ver el gráfico de la izquierda en la Figura 2.3). Así 
sucesivamente, la “evolución” del método puede verse como una poligonal (ver el gráfico de la 
derecha en la Figura 2.3), cuyos segmentos tienen una longitud cada vez menor. Así, gráficamente, 
la sucesión (an)n>0 “converge” al “estado de equilibrio” del proceso, esto es, el punto & en el 
cual œ = h(a). Decimos que se trata de un “estado de equilibrio” dado que, si comenzamos el 
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2. Un problema “simple”: resolver x* = 2 


Figura 2.3.: La sucesión del método de Newton como problema de evolución. 


proceso cuya evolución describe la función h en el punto bo := 0%, entonces b, = Q para cada 
n > 0, dado que h(a) = a. Así, el proceso se encuentra “en equilibrio” en @. 

Ahora demostramos que efectivamente la sucesión (an)n>0 converge a un estado de equili- 
brio del proceso que describe la función h. Para esto analizamos el comportamiento asintótico de 
Ih(a,) — an|. Tenemos que 
ae 


— la 


h(an n| = 
hlan) an| = 


2. 


n 


an 2 


El Lema 2.2.3 asegura que a? > 2 para cada n > 0, de lo cual, teniendo en cuenta que a, > 0 
para cada n > 0, concluimos que a, > 1. Por otro lado, en el Ejercicio 2.2.4 vemos que |a? — 2| < 
4 laz — 2| =4-""!. Combinando estas dos estimaciones obtenemos el siguiente resultado, que 
asegura que el valor absoluto |h(a,) — an| puede hacerse “tan chico como uno quiera” con tal de 
elegir n suficientemente grande. 


Lema 2.2.9. Si (dn)n>0 es la sucesión definida por ay := 1,5 y Any1 := an/2 + 1/an (n > 0), 


entonces, para cada n > 0, tenemos |h(a,) — an| < 47". 


Ejercicio 2.2.10. Para e := 0,1, € := 0,0001 y e := 0,0000001, hallar ny € N de modo que 
|h(an) — an| < € para cada n > no. 


¿Qué relación tiene esto con la ecuación (2.1)? Cada estado de equilibrio del proceso que define 
la función A resuelve la ecuación (2.1). En efecto, un “estado de equilibrio” B es, por definición, 
un punto que satisface la condición 
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2.3. La relación con un problema de minimización 


Multiplicando la igualdad precedente por B vemos que B* = E + 1, es decir, B? = 2. 


Ejercicio 2.2.11. Demostrar que cada estado de equilibrio del proceso que define la función 
hy : x> 2x? +.x—4 es una solución de la ecuación (2.1). 


2.3. La relación con un problema de minimización 
Consideremos ahora un problema del tipo (1.8): determinar los mínimos (locales) de la siguiente 


función (ver la Figura 2.4): 
g:xho xX —6x. (2.6) 


Figura 2.4.: El gráfico de la función g y el punto & en el cual alcanza un mínimo local. 


De los cursos de cálculo sabemos que, si la función g alcanza un extremo local en un punto @, 
entonces este punto anula la derivada de g, es decir, satisface la condición g’(a@) = 0 (Corolario 
0.3.3). En este caso tenemos g'(x) = 3x? — 6 = 3(1? — 2), con lo que nuestro problema de optimi- 
zación (2.6) se reduce al problema (2.1) de resolver la ecuación x? — 2 = 0. En particular, a fin de 
aproximar la solución positiva de x? — 2 = 0 podemos aplicar, partiendo de ay := 1,5 como en la 
Sección 2.2, la iteración (2.5) del método de Newton, es decir, 

Ant i= > + (n > 0). 
Observamos que esta iteración se obtuvo a partir de una aproximación lineal de la derivada g’, 
que de por sí corresponde a la “linealización” de la función original g (en un sentido que vamos a 
discutir más adelante). Por lo tanto, corresponde a una aproximación cuadrática de la función g, 
como vamos a constatar a continuación. 

Argumentando del mismo modo que en la Sección 2.2, supongamos que ay := 1,5 es una solu- 
ción aproximada del problema de optimización (2.6), y denotemos por ey := 4 — ag el error que 
cometemos en dicha aproximación, de modo que œ = ag + eo. Nuestro problema entonces consis- 
te en determinar una aproximación de ey. Si suponemos que ey es “chico” en relación a ap y Q, 
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2. Un problema “simple”: resolver x* = 2 


tenemos que 


g(a) = glao +e0) = (ao +e0)* — 6(a0 +e0) = a — 6ay + (305 — 6)eo + (3a0)é + e8. 
Dado que ey es “chico” en relación a ag y &, podemos “despreciar” el término e, en esta expresión, 


obteniendo la siguiente aproximación cuadrática del valor mínimo g(a): 


g(Q) = ap — bao + (3a3— 6)eo + (3ap)e%. 
La expresión az — 6ao + (34% — 6)eo + (3a0)e4 es de hecho una función cuadrática convexa en eo, 
3ap5—6 
6ap 


cuyo único mínimo se obtiene en @) = — 


. En consecuencia, proponemos la aproximación 


a 3a2 = 6 1 ao 

ES = 0 = \ 

a, = ao + e9 = ag = H > 
6ao ag 2, 


que coincide con la aproximación del método de Newton aplicado a la ecuación g'(x) = 0. En 
consecuencia, la sucesión (a,),>0 que obtenemos prosiguiendo con este argumento es la definida 
por la iteración (2.5) del método de Newton: 
an+1 i= a + 2 (n> 0). 
ap 2. 

Es importante destacar la analogía entre los argumentos que nos condujeron a la deducción del 
método de Newton de la Sección 2.2 y la interpretación de la aplicación del método de Newton a la 
ecuación g'(x) = 0 de la presente sección. En efecto, el problema que consideramos en la Sección 
2.2 es el de la resolución de una ecuación del tipo f(x) = 0. Dada una aproximación ag a una so- 
lución œ de dicha ecuación, reemplazamos la ecuación original f(x) = 0 por una ecuación lineal, 
cuya solución, que se obtiene de forma explícita, nos provee una mejor aproximación que ay. En 
esta sección, dada una aproximación ap a un mínimo (local) de una función g, reemplazamos el 
problema de minimización original por uno cuadrático, que se resuelve en forma explícita, y 
consideramos la solución a; del problema cuadrático como la nueva aproximación de a. En este 
sentido, observamos que es conveniente considerar una aproximación cuadrática en lugar de una 
aproximación lineal de g, dado que las funciones cuadráticas alcanzan un valor “óptimo” (máximo 
o mínimo), fácil de determinar, en tanto que las lineales no. 


Ejercicio 2.3.1. El objetivo de los próximos dos ejercicios es obtener una demostración de que el 
argumento previo es válido para una clase amplia de problemas. 


Sean r y 6 dos valores de modo tal que 6 es “significativamente menor” que r. 


1. Para cada n € N, demostrar que (r+ 6)? ~ r? +3r?ô si se desprecian términos de orden al 


menos cuadrático en 6, y (r+ 8) = r’ 43128 +3rô? si se desprecian términos de orden al 


menos cúbico en 6. 


2. Si p := ax? +bx* +cx+d, concluir que p(r+ 0) = p(r) + p'(r)6 si se desprecian términos 
de orden al menos cuadrático en 6, y p(r+8) © p(r)+ p' (r) + 4p" (r)8? si se desprecian 
términos de orden al menos cúbico en 6. 
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2.3. La relación con un problema de minimización 


Ejercicio 2.3.2. Supongamos que œ es un mínimo local de una función polinomial p := ax? + 
bx? +cx+d. Sea ay una aproximación de a de modo que el error ey := & — ag es “significativa- 
mente menor” que Q y ag. En particular, ay es también una “buena” aproximación de la solución 
a de la ecuación p'(x) =0. 


1. Determinar, de acuerdo con el Ejercicio 2.2.2, el término general de la sucesión del método 
de Newton aplicado a la ecuación p'(x) = 0, comenzando con ao. 


2. Determinar la expresión del término general de la sucesión que consiste de los extremos 
de las expresiones cuadráticas en e, que se obtienen a partir de p(a, + en), despreciando 


términos de orden al menos cúbico en e,, comenzando en a. 


3. ¿Cuál es la relación entre ambas expresiones ? 


43 


3. Un problema general: resolver f(x) = 0 


Luego de haber estudiado el problema (2.1), retomamos los problemas generales (1.7), (1.8) 
y (1.9): resolver f(x) = 0, determinar min,<,4 f(x) o los estados de equilibrio f(x) = x. Como 
expresamos en el Capítulo 2, y confirmamos con nuestra discusión sobre la solución de la ecuación 
x? —2 = 0 y la minimización de la función x° — 6x, tanto desde el punto vista teórico (debido a 
la inexistencia de una “forma cerrada” o “analítica” de las soluciones de (1.7), (1.8) o (1.9)), 
como desde el punto de vista práctico (la poca utilidad de expresiones analíticas de las soluciones 
en algunos casos en los que éstas están disponibles), la solución efectiva de nuestros problemas 
generales requiere de procesos de aproximación. Esto nos plantea inmediatamente dos preguntas: 


= ¿Con qué aproximar? 


= ¿Cuándo aproximar? 


3.1. ¿Con qué aproximar?: Sucesiones 


En el Capítulo 2 hemos descripto dos herramientas que nos permiten obtener aproximaciones de 
la solución de la ecuación x? — 2 = 0 y el mínimo de x? — 6x: el método de bisección y el método 
de Newton. Ambos métodos consisten en un proceso iterativo mediante el cual se construye una 
sucesión (infinita) de aproximaciones. Recordamos que, por una sucesión (infinita) de raciona- 
les, vamos a entender una función a : N > Q, en la cual la imagen a(n) es lo que denominamos el 
n—ésimo término de la sucesión y lo notamos por a, para cada n € N. 

Esto es una característica habitual de todos los métodos de aproximación: si pensamos que 
nuestro problema proviene de la modelización de un fenómeno físico dado, que involucra ciertas 
cantidades de magnitudes físicas, el grado de precisión deseable de una aproximación dada de- 
pende fuertemente de las unidades con que se miden dichas magnitudes (por caso, no es lo mismo 
cometer un error de 0.01 kilómetros que de 0.01 milímetros en una cierta medición). Así, es difícil 
decidir a priori cuál es el orden de aproximación “conveniente”, y es por ende necesario tener 
aproximaciones de grado de precisión arbitrario de la magnitud en consideración. Es entonces 
habitual que el procedimiento de solución de un problema dado sea “independiente de los órdenes 
de magnitud”, y por lo tanto exhiba una sucesión de aproximaciones de todos los órdenes de pre- 
cisión posibles. A su vez, queremos que este fenómeno ocurra en forma progresiva, de manera 
que para cada orden de precisión sea posible identificar un nivel de aproximación a partir del cual 
dicha precisión sea lograda. 

¿Cómo determinamos si una sucesión (a,)nen dada provee “buenas” aproximaciones de la so- 
lución de una ecuación f(x) = 0? De acuerdo a lo que hemos visto, como generalmente no co- 
nocemos la solución de la ecuación f(x) = 0, un primer dato que podemos analizar es si la 
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3. Un problema general: resolver f(x) =0 


Tabla 3.1.: El método de bisección aplicado a x? — 2 = 0. 


n Cn f (en) 
0 | 1.50000000000 | 0.250000000 
1 | 1.25000000000 | -0.437500000 
2 | 1.37500000000 | -0.109375000 
3 | 1.43750000000 | 0.066406250 
4 | 1.40625000000 | -0.022460938 
5 | 1.42187500000 | 0.021728516 
6 | 1.41406250000 | -0.000427246 
7 | 1.41796875000 | 0.010635376 
8 | 1.41601562500 | 0.005100250 
9 | 1.41503906250 | 0.002335547 
10 | 1.41455078125 | 0.000953913 


sucesión (f(an))nen se “acerca” progresivamente a 0, en cuyo caso tendremos una indicación de 
que nuestra sucesión (a, ),en progresivamente resuelve la ecuación f(x) = 0. En otras palabras, 
el valor £(a,) constituye una medida de la “precisión” de una aproximación a,: tendremos una 
“buena aproximación” a, si el valor de f(a,) es “cercano” a 0. Formalizamos un poco esto: si 
€ > 0 es una “tolerancia” dada, entonces deberíamos tener una aproximación, digamos an, que 
resuelva la ecuación f(x) = 0 con tolerancia e, es decir, debería existir n € N tal que | f(an)| < e. 
Más aún, dado que queremos que esto ocurra en forma progresiva, debería existir una “etapa” en 
nuestro proceso a partir de la cual nuestra aproximación siempre resuelve f(x) = 0 con tolerancia 
e, es decir, debería existir no € N a partir del cual |f (a, )| < € para cada n > no. En tal caso, vamos 
a decir que (£(a,))nen converge a 0. 


Por ejemplo, consideremos nuevamente la sucesión (f (Cn) )ncn obtenida a partir de la aplicación 
del método de bisección a la ecuación x? = 2 de la Sección 2.1. En la Tabla 3.1 listamos los valores 
de cn y f(cn) paran =0,..., 10. 


Fijemos la precisión e := 0,01. De acuerdo con la Tabla 3.1, tenemos que |f(cn)| < 0,01 para 
n = 6,8,9,10. Por lo tanto, si fuera |f(c,)| < 0,01 para n > 11, concluiríamos que a partir de 
no := 8 se satisface la condición: |f(cn)| < 0,01 para n > ny. Y de hecho, podemos garantizar 
que |f(cn)| < 0,01 para n > 11 gracias a la estimación |f(c,)| < 3/2" del Lema 2.1.1, ya que, si 


n > 11, entonces 


3 3 


Observamos que |f(c6)| < 0,01, pero no podemos elegir no := 6, dado que |£(c7)| > 0,01. En 
tal sentido, vemos que la convergencia de la sucesión (f(cn))nen a O se da de forma “progresiva”, 
pero no es un proceso “monótono”: puede ocurrir que un valor determinado de la sucesión, en 
este caso f(c7), tenga valor absoluto mayor que otro posterior, en este caso f(cg), sin que esto 
desmienta la convergencia a O de la sucesión en consideración. 
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3.1. ¿Con qué aproximar?: Sucesiones 


3.1.1. Sucesiones que convergen a 0 
Nuestra discusión anterior nos conduce a la siguiente definición. 


Definición 3.1.1 (Sucesión que converge a 0). Decimos que una sucesión (an)nen de números 
racionales converge a 0, y escribimos lim, +0 An = 0, si para cada racional e > Q existe ny € N 


tal que |an| < € para cada n > no. 


A fin de ilustrar el concepto de sucesión convergente a O analizamos un ejemplo básico, aunque 
sumamente importante para lo que sigue: el de la sucesión (1/n)ncn. Afirmamos que la sucesión 
(1/n)nen converge a 0, para lo cual necesitamos el siguiente lema, que demuestra que Q es lo 
que se conoce como un cuerpo arquimediano (propiedad que, si bien parece muy natural, no se 
satisface necesariamente en un cuerpo arbitrario, como vamos a ver en la Sección 9.A.3). 


Lema 3.1.2 (Arquimedianidad de Q). Todo racional estrictamente positivo es mayor que 1/n 
para algún n € N. 


Demostración. Sea q =r/s con r,s € N. Entonces s < rs, y por lo tanto, 1/(s+1)<1/s<r/s=q, 
es decir, q > 1/(s +1). 


Retomando la cuestión de la convergencia de la sucesión (1/n)n,en a 0, por la arquimedianidad 
de Q (Lema 3.1.2) tenemos que, dada una tolerancia € > 0, existe al menos un término 1/n de la 
sucesión que satisface |1/n| = 1/n < e. 


Ejercicio 3.1.3. 


1. Para € = 0,046, determinar no € N tal que 1/no < 0,046. ¿Qué ocurre con los términos 1/n 
para n > ny? Hacer lo mismo con e = 0,0037 y € = 0,00004. 


2. ¿Es posible establecer, para e > 0 arbitrario, una condición sobre ny que garantice que 


1/n < € para cada n > no? 
Podemos ahora demostrar nuestra afirmación. 
Lema 3.1.4. La sucesión (1/n)ren converge a 0. 


Demostración. Sea e un racional positivo cualquiera. Por la arquimedianidad de Q (Lema 3.1.2) 
resulta que existe no € N tal que 1/no < e, lo que implica que 1/n < € para cada n > no. Conclui- 


mos que |1/n| < € para cada n > no, lo cual demuestra nuestra afirmación. 


Con ideas similares es posible establecer la convergencia a O de sucesiones “sencillas”, como 
las de los próximos ejemplos y ejercicios. 


Ejemplo 3.1.5. Sea (an)nen la sucesión definida por ay := 1/n?. Sea € un racional positivo arbi- 
trario y veamos si existe no E N tal que |1/n?| < € para cada n > no. Para esto, observamos que 
|1/n?| = 1/n? < 1/n. Por lo tanto, si elegimos ny € N de modo que resulte 1/ny < €, para cada 


n > Ny tenemos que 


A ae 
Is See 
n nm 


Así vemos que la sucesión (an)nen converge a 0. 
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3. Un problema general: resolver f(x) =0 


Ejemplo 3.1.6. Sea (an)nen la sucesión definida por an := 1/(5n—2n?). Dado un racional po- 
sitivo arbitrario e, se trata de determinar ny de modo que |a,| < € para cada n > ny. Si n > 5, 


entonces 1 


2n? — 5n 


Así, aplicando el argumento del Ejemplo 3.1.5 precedente, concluimos que existe ny € N de modo 


lan | = 


1 
ey (3.1) 


que 


1 
a <E (3.2) 
n 


para cada n > ny. En consecuencia, sin > max{5,no}, se satisfacen las condiciones (3.1) y (3.2), 


y por lo tanto, 
1 


2n? — 5n 


lo que prueba que la sucesión (an)nen converge a 0. 


1 
lan| = < z <€, 
n 


Ejercicio 3.1.7. Sea (an)nen la sucesión definida por a, := 1/(n* +2). 
1. Dado € = 0,00042, encontrar ny E N tal que ay, < 0,00042 para n > no. 


2. Dado un número racional positivo e, determinar ny € N de modo tal que a, < e para cada 
n > no. 


3. Demostrar que (an)nen converge a 0. 


En los ejemplos y ejercicios precedentes se aprecia que, dada una sucesión (an)ney de racio- 
nales, la búsqueda de un número natural no para cada racional positivo € de modo tal que resulte 
lan| < € para n > no puede tornarse una tarea engorrosa, dependiendo de la sucesión en considera- 
ción. Por tal motivo, es conveniente, siempre que esto sea posible, obtener una expresión explícita 
de la dependencia de ny en términos de e. 


Ejemplo 3.1.8. Sea (an)nen la sucesión definida por a, := (n+ 3) /(n? —3n +2). A fin de obtener 
una expresión explícita de no € N en términos de e de forma tal que |an| < € paran > no, acotamos 
superiormente |an| de modo de simplificar su expresión. 

Para esto, observamos que n? — 3n > n? /2 para n > 6, de donde concluimos que 


n+3 n+3 E 3n 6 
n?—3n+2 7 n?/2427 2/2 n 


an] = 


Así, dado un racional e > 0, vemos que resulta |an| < 6/n < e siempre que n > 6/€. 
Definamos ny := max{6, [6/e]}, donde [r] es el menor natural mayor o igual que r. Entonces, 


para n > no vemos que |an| < e, lo cual demuestra que (an)nen converge a 0. 


Ejercicio 3.1.9. Para las sucesiones (an)nen cuyo término general a, damos a continuación, 
determinar, para cada racional € > 0, un número natural ny de modo tal que |a, | < e para n > no. 
Concluir que la sucesión (an)nen converge a 0. 

1 1 =p? 1 1 


T———, Mn = > ———, Qn = = +1, = 
af 2 y) n n ES n 
n?—-1 


An := TO ) 
3 n* — 10n —3 
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3.1. ¿Con qué aproximar?: Sucesiones 


Ejercicio 3.1.10. Sea (dn) ncn una sucesión de números racionales que converge a 0. 


1. Sea (bn)nen la sucesión definida por bn := mínf la; |,..., |an|). Demostrar que (bn) nen con- 


verge a 0. 


2. Sea (Cn)nen la sucesión que consiste de la “media aritmética” (el promedio) de los términos 


de (An) nen, es decir, Cy := (ay ++: +4n)/n. Demostrar que (Cr)nen converge a 0. 


Sucesiones geométricas y decrecimiento exponencial 


Una clase de sucesiones que aparece frecuentemente es la de las sucesiones geométricas. Dado 
un número racional A, una sucesión geométrica es una sucesión de la forma (2”) en. Una primera 
información sobre el comportamiento de una sucesión geométrica es el siguiente resultado. 


Lema 3.1.11 (Sucesiones geométricas que convergen a 0). Sea A un número racional tal que 
|A| < 1. Entonces la sucesión (A") ncn converge a 0. 


Demostración. Dado que |A”| = |A |” para cada n € N, sin pérdida de generalidad podemos supo- 
ner A > 0. En tal caso, la condición A < 1 implica 1/4 > 1. En consecuencia, podemos escribir 
1/4 =1+ycon y > 0. Aplicando la desigualdad de Bernoulli (Lema 0.2.2), tenemos que 


G) 


1\" i 
= (7) =(14+y">1+ny>n7. 


De esto deducimos que 


a=. 
ny 


Sea e un racional positivo y sea no € N tal que ny > 1/(ey). De la desigualdad precedente dedu- 
cimos que |A”| < 1/(ny) < 1/(noy) < e para cada n > ny. Concluimos que la sucesión (A”) yc 


converge a 0. 


En cada una de las sucesiones del Ejercicio 3.1.9, el n-ésimo término viene dado por una ex- 
presión explícita en términos de n, lo que nos permite estimarlo adecuadamente a fin de demostrar 
la convergencia a O de la sucesión en consideración. Sin embargo, frecuentemente ocurre en la 
práctica que la expresión del n—ésimo término de una sucesión, como en la sucesión (c,)n>0 del 
método de bisección y la sucesión (an)n>0 del método de Newton descriptos en el Capítulo 2, 
no está explícitamente dada en términos de n o es demasiado complicada como para manipularla 
con el tipo de acotaciones que hemos utilizado en este capítulo. En tal caso, es necesario recurrir 
a estimaciones y comparaciones. En relación con estas dos sucesiones, en el Capítulo 2 hemos 
obtenido las siguientes estimaciones: 


= [c2—2|<3-2"" para cada n > 0 (Lema 2.1.1); 
a |a} —2|<4"|az — 2| para cada n > 0 (Ejercicio 2.2.4). 


El punto clave es que los miembros derechos en ambas estimaciones son, salvo constantes, suce- 
siones geométricas que convergen a 0 (Lema 3.1.11). El objetivo del ejercicio a continuación es 
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3. Un problema general: resolver f(x) =0 


completar el análisis del comportamiento de las sucesiones de los métodos de bisección y Newton 
de las secciones 2.1.1 y 2.2.1 respectivamente. 


Ejercicio 3.1.12. 


1. Demostrar que la sucesión (c? —2)n>0, donde (Cn)n>0 es la sucesión de puntos medios del 


método de bisección de la Sección 2.1, converge a 0. 


2. Demostrar que la sucesión (a? —2)n>0, donde (an)n>0 es la sucesión del método de Newton 


de la Sección 2.2, converge a 0. 


Además de determinar la solución aproximada de nuestros problemas modelo, otra cuestión 
fundamental del análisis es la de establecer comparaciones. Mediante el concepto de sucesión 
convergente a 0 podemos establecer comparaciones entre el orden de crecimiento de dos suce- 
siones dadas. En efecto, dadas dos sucesiones de racionales positivos (41) nen y (bn)nen, diremos 
que la sucesión (by )nen crece más rápido que (an)nen si la sucesión de cocientes (an /Dn)nen 
converge a 0. Cabe observar que, así como la convergencia a O se refiere a un comportamiento 
“asintótico” o “progresivo” de la sucesión en consideración, del mismo modo el concepto de “cre- 
cimiento más rápido” es también de carácter asintótico, y por lo tanto, podemos tener una sucesión 
(ba)nen que crece más rápido que otra sucesión (a, )nen sin que ésto sea cierto para los primeros 


términos de ambas sucesiones. 


Ejercicio 3.1.13 (“Lasexponencialescrecenmásrápidamentequelaspolinómicas”). El objetivo del 
presente ejercicio es establecer una comparación entre una sucesión con crecimiento exponencial 


y una con crecimiento polinomial. 


1. Sea A > 1. Demostrar que existe y > 0 tal que 


An | n—1 n—1 
a ares 
n n 


(Sugerencia: dado que A > 1, podemos escribir 4 = 1 + y con y > 0. Aplicar la fórmula del 
binomio de Newton (Lema 0.2.4) a (1 + y)”.) Concluir que la sucesión (n/A”) nen converge 
ao. 


2. Sea À >1yk > 2. Demostrar que existe y > 0 tal que 


A” > n(n— PE) pe 
nk = nk (k+1)! 

(Sugerencia: expresar a A como en el ítem anterior y utilizar la formula del binomio de 

Newton, estimando por 0 los sumandos correspondientes a la potencias de y distintas de 

la (k+ 1)-ésima.) Deducir que 2"/n* > ny**! /2*(k+1)! para n > 2k y concluir que la 
sucesión (nk /à™)nen converge a 0 para cada k > 2. 

Ejercicio 3.1.14. Demostrar que las sucesiones (an)nen, cuyo término general a, damos a conti- 


nuación, convergen a 0. 


n? 2 +n 15n® —3 
= —__ dn = ==, an = ==. 
2" 4 3n’ 37 — 372 25n — 2” 
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3.1. ¿Con qué aproximar?: Sucesiones 


El criterio del cociente (o de D’ Alembert) es un resultado sumamente útil, como vamos a ver 
en el estudio de series (Sección 9.3), para el estudio de la convergencia a O de sucesiones con un 
decrecimiento de tipo exponencial. En el ejercicio a continuación pedimos demostrar el criterio, 
en tanto que en el siguiente ejercicio exhibimos algunas aplicaciones del mismo. 


Ejercicio 3.1.15 (“Criterio del cociente”). Sea (an)nen una sucesión de Q que satisface la si- 
guiente condición: existen 0 < £ < 1 y ny EN tales que |an+1|/|an| < £ para cada n > no. 


1. Demostrar que |a,,x|/|an| < (E para cada k > 0 y cada n > no. 
2. Deducir que |an| < ("7"la,,| para cada n > no. 
3. Concluir que (an)nen converge a 0. 
Ejercicio 3.1.16. 
1. Demostrar que la sucesión (A" /n!) nen converge a 0 para cada À > 0. 


2. Demostrar que la sucesión (an)nen de término general a, := (1+1/n)" es creciente. (Su- 
gerencia: estudiar el cociente a,.+1 /an y aplicar la desigualdad de Bernoulli (Lema 0.2.2).) 


3. Demostrar que la sucesión (n!/n”) ex converge a 0. 


Ejercicio 3.1.17 (Sucesiones con límite infinito). Diremos que una sucesión de racionales (an) nen 


tiene límite infinito, y lo notamos por íM,» dn = %,! si la sucesión (1/dn)nen converge a 0. 


1. Demostrar que una sucesión (an)nen tiene límite infinito si y solo si para cada M > 0 existe 
ny EN tal que la, | > M para cada n > no. 


2. Sea À un racional tal que |A| > 1. Demostrar que la sucesión (A")nen tiene límite infinito. 


3. Dadas dos sucesiones (an)nen y (bn)nen, demostrar que (bn)nen crece más rápido que 


(an)nen si y solo si la sucesión (bn /an)nen tiene límite infinito. 


3.1.2. Sucesiones convergentes 


Como puede apreciarse en el Capítulo 2, nos interesa determinar si una sucesión dada de núme- 
ros racionales tiene algún tipo de “comportamiento asintótico”, aunque no necesariamente conver- 
ja a 0. Por ejemplo, como bien sabemos, la sucesión (an )nen cuyo término general es 

n veces 

333 
G=0,3.-.3 = == 
SN” 10” 


n veces 


lUsamos la notación lím,_y0o dy = +00 para referirnos a las sucesiones (a, )nen con límite infinito tales que existe ny € N 
con ay, > 0 para cada n > no, en tanto que la expresión lim,_,..d, = —% representa a las sucesiones (4, )ney con límite 
infinito tales que existe nọ € N con a, < 0 para cada n > no. 
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3. Un problema general: resolver f(x) =0 


se acerca “progresivamente” a 1/3, en el sentido de que dado un grado de precisión e > 0, existe 
no € Na partir del cual |a, — 1/3| < e. Más precisamente, afirmamos que 
1 1 


= — An = 


3 3-10" 


(3.3) 


para cada n € N. Esto es evidente para n = 1, dado que 1/3 — a, = 1/3 — 3/10 = 1/30. Argumen- 
tando de forma inductiva, supongamos que nuestra afirmación es verdadera para cierto n € N, y 
veamos que también se satisface para n+ 1. En efecto, tenemos que 

1 1 1 3 1 


An41 = An + An — Anti = = 
3 3 


3-10" 107+! 3.10741" 


Esto completa la demostración de (3.3). 

Supongamos ahora dado un racional € > 0. Dado que la sucesión (1/10”),<w converge a 0 
(Lema 3.1.11), existe no € N tal que |107”| < € para cada n > no. En consecuencia, si n > no, 
entonces, de acuerdo con (3.3), 


an €. 


313.107 ~ 107 S 


1 | 1 1 


Dicho de otro modo, la sucesión (a, — 1/3),cn converge a 0, en cuyo caso diremos que (dp )nen 
converge a 1/3. Formalizamos estas ideas en la siguiente definición. 


Definición 3.1.18. Decimos que una sucesión (an)nen de números racionales converge a a € Q, 
y escribimos limps An = Q, si la sucesión (an — 0)nen converge a 0, es decir, para cada e > 0 


existe no E N tal que |an — a| < € para todo n > no. 


Ejemplo 3.1.19. Consideremos la sucesión (an)nen definida por a, := (2n—3)/(n+2). Teniendo 
en cuenta que an =2—7/(n+2) fácilmente concluimos que lity An = 2. En efecto, observamos 
que 


ala n+2 n+2 mn 


on 
ri a= 


= 7 
< 


En consecuencia, dado e > 0, tenemos que |an — 2| <7/n< e siempre que n > no := {7/€]. Esto 
muestra que la sucesión (a )nen converge a 2. 


Ejemplo 3.1.20. Sea (an)nen la sucesión 


2 2341 
3 5556 


1 1 1231 
2233444 5 
Afirmamos que (an)nen no converge a ningún número racional. En efecto, si convergiera a QU € 
Q, tendríamos que 0 < a < 1 (este hecho, intuitivamente claro, es lo que vamos a denominar 
el “principio de conservación del número” más adelante (Lema 3.1.40)). Fijemos e := 1/4 y 
mostremos que no es cierto que exista ny E N tal que |an — &| < 1/4 para cada n > no. 

Dado que 0 < a@ < 1, tenemos entonces que O < a < 1/2 01/2 < œ < 1. Supongamos sin 
pérdida de generalidad que 0 < a < 1/2. Observamos que la sucesión (an)nen contiene infinitos 


términos am de la forma n/(n+ 1). Si am es cualquiera de estos términos de la forma n/(n+ 1) 
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3.1. ¿Con qué aproximar?: Sucesiones 


conn > 3, entonces tenemos que 
1 
[Am — Q| = am- 02 dim — 5 > 


En consecuencia, fijado ny € N, podemos encontrar m > no de modo tal que |am — &| > 1/4. Esto 


muestra que (an)nen no converge a & para cada & € Q. 
Ejercicio 3.1.21. Demostrar que la sucesión (an)nen, an := (3n? — 1) / (2n? — 3n) converge a 3/2. 


Ejercicio 3.1.22. Sea r € {0,...,9}. Demostrar que la sucesión (an)nen definida por an := 
0.r...r converge a r/9. 
== 


n veces 


Ejercicio 3.1.23. 


1. Demostrar que la sucesión (an)nen definida por a, := (—1)" no converge a ningún número 
racional æ. 


2. Estudiar la convergencia de las sucesiones (an)nen cuyo término general es 


n 


(A a (VED, 


n+1 
Ejercicio 3.1.24. Sea (a, )nen una sucesión de Q que converge a & € Q. Demostrar que la suce- 
sión (bn)nen de medias aritméticas, es decir, bn := (a1 +- -- +4n)/n, converge a a. (Sugerencia: 
reducir al caso en que & = 0 y aplicar el Ejercicio 3.1.10.) 


Es interesante notar que la propia notación lím,-30 4, Sugiere que, en caso de que la sucesión 
(an)nen converja a un número racional q, su “límite” está unívocamente determinado, de modo 
que la sucesión no puede converger simultáneamente a otro número racional B. Esto es claro 
intuitivamente: si los términos de la sucesión (an )nen se “acercan” progresivamente a a, y B 4 a, 
entonces la distancia de los términos a, a B se acerca progresivamente a la distancia de œ a B, y por 
lo tanto no puede acercarse a 0, como exige la definición de convergencia a p. En otras palabras, si 
los términos a, se acercan progresivamente a Y y a P simultáneamente, entonces necesariamente 
debe ser œ = f. En términos más precisos, tenemos el siguiente resultado. 


Lema 3.1.25 (Unicidad del límite). Sea (a, )nen una sucesión que converge a dos números racio- 
nales & y B simultáneamente. Entonces a = B. 


Demostración. Estudiamos la distancia |œ — B|. Dado € > 0, sabemos que existe no tal que |an — 
a| < € para cada n > ny y existe nı tal que la, — B| < € para cada n > nı. En consecuencia, 
tenemos que simultáneamente |an — &| < € y |an — B| < € para cada n > m := máx(no,n1 ). Por 
lo tanto, 

|æ — B| < |æ — an, +4n, — B| < | — an, | + |an, — B| < 2e. 


Siendo e un racional positivo arbitrario, concluimos que |œ — B| < € para cada e > 0, de lo cual, 
por la arquimedianidad de Q (Lema 3.1.2), deducimos que |œ — B| = 0, y por ende, que a = B, 


como queríamos demostrar. 
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3. Un problema general: resolver f(x) =0 


Es interesante notar una característica de la demostración precedente que, de alguna manera, 
distingue el “análisis” del “álgebra”: a fin de demostrar la igualdad a cero de un número, en este 
caso el módulo |œ — $ 


, demostramos que es menor que cualquier racional positivo. Es decir, 
incluso cuando se trata de demostrar una igualdad, la demostración procede por “estimaciones”. 


Propiedades de las sucesiones convergentes 


De los Ejercicios 3.1.9 y 3.1.21, por ejemplo, debería resultar claro que establecer la conver- 
gencia de una sucesión dada con la definición puede ser una tarea compleja. Sin embargo, a veces 
podemos reducir el estudio de la convergencia de una sucesión dada al de otras más sencillas, 
como vamos a ver en el ejemplo a continuación. 


Ejemplo 3.1.26. Sean (an)n>4 y (bn)nen las sucesiones definidas por 


_ 2n E 3n? 
an := 1-3 y n. — Ho), 
para cada n € N. Admitamos sin demostración que (an)nen converge a 2 y (bn)nen converge a 
3 (la verificación de estas afirmaciones queda a cargo del lector). Afirmamos que la sucesión 
producto (an: bn)nen converge a 6. 


En efecto, fijemos € > 0. Tenemos que 


2n 3n? = 2n 3n? 3 2n L3 2n 6 
n—3 n-2 ~  |n—3 n-2 n—-3 ` n-3 
2n 3n2 2n 
2| 
n—3| |n?-2 3 2 n—3 | 


Observamos que, sin > 6, entonces n—3 > n/2, lo cual implica |2n/(n—3)| < 4. Asimismo, de la 
convergencia de (an)nen a 2 y la de (bn) nen a 3 deducimos que existe ny E N tal que |an —2| < € 


y lb, —3| < e para cada n > ny. En consecuencia, sin > max{6,no}, entonces 


2n 3n? 
n—3 n-2 


6 2| < 7e. 


Concluimos entonces que (dn: bn)nen converge a 6, como habíamos afirmado. Pero lo que que- 
remos destacar es que nuestro análisis de la convergencia de (a, bn)nen se reduce fundamental- 
mente al de las sucesiones (an) nen y (bn)neN- 


Más generalmente, el estudio de la convergencia de una sucesión que se obtiene por medio 
de una operación aritmética con dos sucesiones “más simples” puede reducirse al de estas dos 
últimas. En lo que sigue vamos a enunciar y demostrar un resultado en este sentido. 


Teorema 3.1.27 (Propiedades aritméticas de los límites). Sean (an)nen y (bn)nen dos sucesiones 
convergentes a & y B respectivamente. Entonces: 


1. La sucesión (an + bn)nen converge a a+ P. 


2. La sucesión (an : bn)nen converge a a: B. 
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3.1. ¿Con qué aproximar?: Sucesiones 


3. Sia #0 y a, 40 para todo n € N, la sucesión (1/an)nen converge a 1/02. 


A fin de demostrar los ítems 2 y 3 del Teorema 3.1.27, necesitamos el siguiente resultado, de 
interés en sí mismo. Una sucesión (4, )nen de Q se dice acotada si existe M > 0 tal que la, | < M 
para cada n € N. 


Lema 3.1.28. Toda sucesión convergente es acotada. 


Demostración. Sea (an)ncn una sucesión de Q que converge a a € Q. Fijamos e = 1. De acuerdo 
con la definición de convergencia de sucesiones (Definición 3.1.18), tenemos que existe ng E N tal 
que |an — @| < 1 si n > ny. En particular, vemos que 4— 1 < a, < @+1 para todo n > ny. Sea 
M := max{|1+a|,|—1+a|,|ai|,...,|ang—1|}. De la definición de M fácilmente concluimos que 
la, | < M para todo n EN. 


Ahora podemos pasar a la demostración del Teorema 3.1.27. 


Demostración del ítem 2 del Teorema 3.1.27. Tenemos que demostrar que la diferencia |a,b, — 
aB| se aproxima a O cuando n crece. Para esto, vamos a expresar esta diferencia en términos de 
las diferencias |an — œ| y |b, — B|, de las cuales sabemos que se aproximan a 0 cuando n crece. Para 
esto, empleamos un truco frecuente en demostraciones que involucran el límite de un producto: 
intercalamos un término de la forma a,f (o bn@) en dicha diferencia (comparar con el Ejemplo 
3.1.26). Así, tenemos 


[anb, — &B| = lanb, — anb +anB — AB] < la] - [bn — Bl +18B|- la, — a. 


Dado que la sucesión (a, )nen es convergente, tenemos entonces que es acotada (Lema 3.1.28), es 
decir, existe una constante M > 0 tal que |a,| < M para cada n € N. Combinando esta estimación 
con la desigualdad precedente concluimos que 


[anb, — &B| < M- |b, — Bl +18B|- la, — al. 


De aquí en más, el argumento es estándar: fijemos e > 0 y sean n,,n2 € N tales que |an — a| < € 
sin > nı y lb, — B| < e si n > m. Entonces, sin > ny := máx([n],n2 |, tenemos que 


[ab — 08] < M- [bn — Bl + |B|: lan — 0] < e(M+|B)). (3.4) 


Esto demuestra que la diferencia |a,b, — @B| puede acotarse por cualquier constante positiva, con 
tal de elegir ny en el argumento precedente de forma conveniente. En efecto, dada una constante 
e* > 0, observamos que si elegimos € en el argumento precedente en la forma e := £€* /(M + |B|), 
entonces (3.4) asegura que a,b, — @B| < €* para cada n > ny := máx{n;, n2}. Esto demuestra 


que (anbn)nen converge a UB. 


Demostración del ítem 3 del Teorema 3.1.27. Dado que (a,)ney converge a æ 4 0, eligiendo e : 
lac|/2, tenemos que existe nı tal que |an — &| < |a|/2 para n > nı. De esto concluimos que |a,| 


IV IV 


|a|/2 para n > nı. Sea € > 0 y sea m E N tal que la, — &| < € si n > m. Entonces, si n 


3. Un problema general: resolver f(x) =0 


máx{n;, n2}, tenemos: 


2€ 
la|? 


a alla e AS gama 


Esto demuestra que (1/a,)nen converge a 1/02. 


Ejercicio 3.1.29. Demostrar el item 1 del Teorema 3.1.27. 


Ejercicio 3.1.30. Sea (a,)nen la sucesión definida por a, := 1 +-+ L Como an = 1 para cada 
n € N, se sigue que (an)nen converge a 1. Por otro lado, como cada sumando de a, tiende a 0, 
usando el hecho de que el límite de una suma es la suma de los límites (ítem 1 del Teorema 3.1.27), 


resulta que ¡(an)nen converge a 0! ¿Cómo se explica esto? 


Ejercicio 3.1.31. Sea 4 #0 y sea (an)nen una sucesión tal que (an/A)nen converge a 1. ¿Qué se 


puede decir sobre la convergencia de (an)nen? 


Ejercicio 3.1.32. Probar que si una sucesión de números racionales (an)nen converge a a € Q, 


entonces |a, | converge a |Q|. ¿Es cierta la recíproca? 
Ejercicio 3.1.33 (Exponenciales vs. polinómicas). 


1. Sea A > 1 y sea p un polinomio con coeficientes racionales. Demostrar que la sucesión 
(p(n)/A") en converge a 0. (Sugerencia: usar el Ejercicio 3.1.13.) 


2. Sean di > 22 >--- >A, > 0, sean Y, ..., Y racionales no nulos y sea f(n) := YA +--+ 
yA? para cada n € N. Demostrar que la sucesión (f(n)/A") nen converge a 0 si À > dy, a 
yı si Ay =A y tiene límite infinito si A, > À. 


3. Con las hipótesis y notaciones de los ítems anteriores, concluir que (p(n)/f(n))nen con- 
verge a 0 si y solo si A] > 1. 


Ejercicio 3.1.34 (Exponenciales vs. polinómicas bis). 
1. Sea p € Q|x] \ {0}. Demostrar que la sucesión (p(n+ 1)/p(n))nen converge a 1. 


2. Sean Ay > M È- >A, > 0, sean Y1,..., Y racionales no nulos arbitrarios y sea f(n) := 
NAT +: + YA]. Demostrar que (f(n+1)/f(n))nen converge a dy. 


Otro resultado útil en el estudio de convergencia de sucesiones es la conocida “propiedad sand- 
wich”. 


Lema 3.1.35 (Propiedad sandwich). Sean (an)nen, (bn)nen y (Cn)nen sucesiones de números ra- 
cionales tales que: 


SS bn < Cn para todo n € N, y 
= (an)neN Y (Cn)nen convergen al mismo valor a € Q. 


Entonces (bn) nen converge a 0%. 
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3.1. ¿Con qué aproximar?: Sucesiones 


Demostración. Sea € > 0 arbitrario. Dado que (dn) nen y (Cn)nen convergen a &, existen nı, nz E N 
tales que |an — | < € sin > ny y |c, — | < e sin > m. En consecuencia, sin > máx(n,,n2), 
resulta a, — O > —€ y Cy — Q < €. Dado que a, — & <b, — Q < cn — Q, tenemos que —€ <b, — Q < 
by — | <€. 


e, es decir, 


Ejemplo 3.1.36. Sea (an)nen una sucesión acotada de Q y consideremos la sucesión (b)ne 
definida por by := an/n. Afirmamos que la sucesión (b,)nen converge a 0. 

A fin de demostrar esta afirmación, vamos a aplicar la propiedad sandwich precedente. En 
efecto, dado que la sucesión (an)nen es acotada, tenemos que existe M > 0 tal que |an| < M para 
cadan € N. En consecuencia, resulta 


A (3.5) 
n n n 
para cada n € N. Si definimos las sucesiones (Cn)nen y (dn)neN por Cn :=—M/n y dn := M/n, 


entonces (3.5) muestra que cn < an < dn para cada n € N. Asimismo, es fácil ver que tanto (Cn)nen 
como (dn)ncn convergen a 0, por lo que, de acuerdo con la propiedad sandwich (Lema 3.1.35), 
vemos que (b,)nen converge a 0. 


Ejercicio 3.1.37. Analizar la convergencia de dos sucesiones (4n)nen y (bn)nen que satisfacen 
las siguientes condiciones para cada n E N: 


5 n+7 9 _4n+5 2%+1 
3-— <4-3a, <2 3<5 < : 

ES NE ER Oe 
Ejercicio 3.1.38 (“Cero por acotada converge a cero”). Sean (an)nen y (Dn)nen sucesiones de 
números racionales tales que (an)nen está acotada y (bn)nen converge a 0. Demostrar que (an: 


bn)nen converge a 0. 


Ejercicio 3.1.39. Sea (a,)nen una sucesión de Q contenida en el intervalo (2,5). Analizar la 


convergencia de la sucesión (bn)nen definida por by := a (a? + 1). 


Por último, mencionamos un resultado “cualitativo” útil en el estudio de los límites de sucesio- 
nes conocido como el “Principio de conservación del número”, que afirma que si los términos de 
una sucesión satisfacen ciertas desigualdades, éstas se “preservan” en el límite. Más precisamente, 
tenemos el siguiente resultado. 


Lema 3.1.40 (“Conservación del número”). Sea (an)nen una sucesión de Q que converge a & € Q, 
y supongamos que existen a,b € Q y ny EN tales que a < an < b para cada n > ny. Entonces 
ax<a<b. 


Demostración. Demostramos que & < b, o equivalentemente, demostramos que si b < a, entonces 
existe no € N tal que b < a, para cada n > no. Sea € := 04 — b. Dado que (an)nen converge a , 
existe no E N tal que |an — &| < € para cada n > no. Esto implica que & — an < & — b para n > no, 


o, lo que es lo mismo, b < a, para cada n > no. 


Ejercicio 3.1.41. ¿Es cierto el Lema 3.1.40 si reemplazamos las desigualdades por desigualdades 


estrictas? Demostrar o exhibir un contraejemplo. 
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3. Un problema general: resolver f(x) =0 


3.2. ¿Cuándo aproximar?: Funciones continuas 


Supongamos que queremos resolver una ecuación f(x) = 0, que tiene una única solución, diga- 
mos x = &. Supongamos además que tenemos una sucesión (an)nen de posibles aproximaciones 
de œ. Como hemos dicho en la sección anterior, a fin de determinar si la sucesión (an )nen “resuel- 
ve” la ecuación f(x) = 0, podemos observar si la sucesión (f(an))nen converge a 0. Ahora bien, 
este análisis podría resultar completamente inútil si la función f presentara un “mal” comporta- 
miento alrededor de la solución x = @ de la ecuación, por ejemplo, si f oscilara en torno a x = a, 
dado que en este caso el valor f(a,) podría ser grande para valores de a, relativamente cercanos a 
a. 

Por ejemplo, consideremos la ecuación f(x) = 0, siendo f : Q > Q la función 


I/x sixA0, 


3.6 
0 six=0. me) 


f(x) = 
Observamos que la función f tiene “mal comportamiento” en torno a x = 0 (ver la Figura 3.1). Así, 
si intentáramos resolver de forma aproximada la ecuación f(x) = 0, cuya única solución es x = 0, 
podríamos proponer la sucesión de aproximaciones (1/n)ren, que efectivamente converge a la 
solución x = 0 que estamos buscando. Sin embargo, la sucesión (f(1/n))nen tiende a infinito, por 


lo que érroneamente podríamos concluir que no estamos aproximando la solución de la ecuación 


f(x) =0. 


y= f(x) 


>X 


Figura 3.1.: El grafico de la función f de (3.6). 


Para tener herramientas certeras de análisis, necesitamos restringir el tipo de funciones f que 
admitimos en nuestros problemas, de modo de que el valor £(a,) resulte efectivamente cercano a 
0 si a, está cerca de a. 

¿Qué significa esto? Supongamos que tenemos una sucesión (a, )nen de números racionales que 
aproxima una solución œ € Q de la ecuación f(x) = 0 en consideración. Dado que tenemos f (es 
decir, podemos calcular el valor de f(x) para cualquier valor de x dado) y tenemos la sucesión 
(an)nen, podemos analizar el comportamiento de los valores sucesivos f (an), es decir, el compor- 
tamiento asintótico de la sucesión (f(an))nen. Lo que esperamos es que la sucesión (£(4n))nen 
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3.2. ¿Cuándo aproximar?: Funciones continuas 


converja a f(@). 
Tal tipo de funciones corresponden a lo que conocemos como funciones continuas, cuya defi- 
nición formal damos a continuación. 


Definición 3.2.1. Sea f una función definida en un subconjunto A de Q. Diremos que f es con- 
tinua en & € A si, para cada sucesión (an)nen de A que converge a a, la sucesión (f(an))nen 
converge a f(a). A su vez, diremos que f es continua si es continua en cada elemento Q € A. 


Ejemplo 3.2.2. Sea A C Q un subconjunto no vacío y sea f : A —> Q la función f(x) := x. 
Afirmamos que f es continua. En efecto, sea & € Q y sea (an)nen una sucesión que converge 
a a. Por las propiedades aritméticas de los límites (Teorema 3.1.27) tenemos que la sucesión 
(f(an))nen = (a?) nen converge a a = f(a), lo que demuestra que f es continua en a. Dado que 
a es un punto arbitrario de A, concluimos que f es continua. 


Ejemplo 3.2.3. Sea f : Qso > Q la función f(x) := 1/x. Afirmamos que f es continua. En efecto, 
sea 0 € Qso y sea (an)nen una sucesión que converge a a. Dado que a + 0, las propiedades 
aritméticas de los límites (Teorema 3.1.27) garantizan que la sucesión (f(dn))nen = (1/4n)nen 
converge a 1/ = f(a), lo que demuestra que f es continua en a. Dado que Q es un punto 


arbitrario de Qs, concluimos que f es continua. 


Ejemplo 3.2.4. Supongamos dadas dos funciones continuas f : Ó<o > Q y g: Q>0 > Q tales 
que f(0) 4 g(0). Si h : Q > Q es la función definida por 


J fœ) six<0, 
R= l g(x) six>0, OD) 


afirmamos que h no es continua en 0. En efecto, consideremos por caso la sucesión (1/N)nen, 
que converge a 0. Por la continuidad de g tenemos que limy_,..h(1/n) = lim, +... g(1/n) = g(0) 4 
F(0) =h(0). Esto muestra que h no es continua en 0. 


Ejercicio 3.2.5. Con las hipótesis del ejemplo precedente, demostrar que si f(0) = g(0) entonces 
la función h definida de acuerdo a (3.7) resulta continua. 


Ejercicio 3.2.6 (Una función discontinua). Tomamos este ejemplo de [Joh30]. Una mesa con 
forma rectangular se gira de forma horizontal de un corredor a otro del mismo ancho w, perpen- 
dicular al primero. Supongamos que el rectángulo que define la mesa tiene un lado de longitud 
constante, digamos a, en tanto que denominamos x a la longitud del segundo lado (ver la figura). 
Dado x, el mínimo valor de w de forma tal que la mesa gire está dado por la siguiente expresión: 


0 six=0, 


a ; 
(=+5) si0<x<a, 


SIS IS 


(3ta) sixz 
z a) six>a. 
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Si consideramos a w : Q>9 —> Q>0 como función de x, demostrar que w es discontinua en x = 0, 
en tanto que es continua en x = a. 


3.2.1. Propiedades de las funciones continuas 


Sean f:ACQ>Qyg:AC OQ > Q dos funciones continuas en œ € A. De las propiedades 
aritméticas de los límites (Teorema 3.1.27) concluimos que f + g es continua en @. En efecto, si 
(an)nen es una sucesión de A que converge a œ, por la continuidad de f y g concluimos que las 
sucesiones (f (an))nenN y (2(4n))nen convergen a f(a) y g(Q) respectivamente, de lo que conclui- 
mos que ((f + g)(dn))nen converge a (f + g)(@). Con razonamientos de este tipo deducimos el 
siguiente resultado. 


Proposición 3.2.7 (Propiedades aritméticas de las funciones continuas). Sean f,g:ACQ>Q 
dos funciones continuas en a € A. Entonces: 


1. f+ es continua en a, 
2. f- ges continua en Q, 


3. si g(a) £0, entonces f/g es continua en 0%. 


En particular, las funciones polinomiales son continuas, como enunciamos en el siguiente ejer- 
cicio, de modo que la clase de funciones continuas contiene a los ejemplos que estudiamos hasta 
el momento. 


Ejercicio 3.2.8. Demostrar que toda función polinomial p : Q > Q es continua en Q. 


Ejercicio 3.2.9. Sea f : A C Q > Q una función racional que posee una representación f(x) = 
p(x)/q(x), siendo p(x) y q(x) polinomios con coeficientes racionales, de modo tal que q(x) no se 
anula en ningún punto de A. Demostrar que f es continua. 


Ejercicio 3.2.10. Sea f : Q —> Q una función continua. Consideremos las sucesiones (an)neN y 


(bn)nen de números racionales definidas de la siguiente manera: 


O ARH 
Be E 


bn := flan). 


Demostrar que la sucesión (bn)nen está acotada y la sucesión (anbn)nen tiende a 0. 


Otra propiedad que tiene un “buen comportamiento” en relación con la continuidad es la com- 
posición de funciones. Más precisamente, si f : A C Q > Q es continua en 4E€A,g:BCQI70 
es continua en p := f(a) y la composición go f está bien definida, entonces resulta continua en 
a. En efecto, si (a, )nen es una sucesión de A que converge a &, entonces, (f(dn))nen converge a 
P := f(a) por la continuidad de f en œ. En consecuencia, de la continuidad de g en p conclui- 


mos que ((g° Plan) nen = ((f(4n))) nen converge a g(B) = (go f)(a). En resumen, tenemos 
el siguiente resultado. 


Proposición 3.2.11. Sean f : A CQ>Qyg:BCQ- Q dos funciones tales que la composición 
gof:A— Q está bien definida. Si f es continua en a € A y g es continua en f(a), entonces go f 
es continua en Q. 
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3.3. “Con qué aproximar” revisitado: sucesiones de Cauchy 


Tabla 3.2.: Los primeros términos de la sucesión (d,)»>0. 

n dn f (dn) 
O | 1.50000000000 | 0.250000000 
1 | -1.25000000000 | -0.437500000 
2 | 1.37500000000 | -0.109375000 
3 | -1.43750000000 | 0.066406250 
4 | 1.40625000000 | -0.022460938 
5 | -1.42187500000 | 0.021728516 
6 | 1.41406250000 | -0.000427246 
7 | -1.41796875000 | 0.010635376 
8 | 1.41601562500 | 0.005100250 
9 | -1.41503906250 | 0.002335547 

10 | 1.41455078125 | 0.000953913 


3.3. “Con qué aproximar” revisitado: sucesiones de Cauchy 


De la discusión de las Secciones 3.1 y 3.2 hemos concluido que resolver una ecuación f(x) =0, 
siendo f una función continua, corresponde a hallar una sucesión (a,)nen tal que (f(an)) nen 
converge a 0. Sin embargo, podría ocurrir que la ecuación f(x) = 0 tuviera más de una solución, 
y que la sucesión (an)neyn “oscilara” en torno a distintas soluciones, en cuyo caso no tendríamos 
propiamente una solución de nuestro problema. Por ejemplo, en el caso de la ecuación 1? = 2, 
consideramos la sucesión (d,)»>0 definida por dn := (—1)"cn, donde (c,)n>0 es la sucesión de 
puntos medios del método de bisección de la Sección 2.1. En la Tabla 3.2 listamos los primeros 
11 valores de esta sucesión (junto con los correspondientes valores de d? — 2), que representamos 
gráficamente en la Figura 3.2. 


dn 
4d 6,d 8,d: 10,d 
$ (0,do) (2,d2) ( be ( ie ( E ( a 
1 3 5 7 9 
i f n 
© 2 4 6 8 i 10 
(141) a) (5d) Gal: (9d) 


Figura 3.2.: La representación gráfica de los primeros términos de (dn )n>0. 


Dado que d? = c? para cada n > 0 y lím, 3 (c? — 2) = 0 (Ejercicio 3.1.12), concluimos que 


61 
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lim, 30o(d? — 2) = 0. Sin embargo, la sucesión (dn)n>0 no resuelve la ecuación x? — 2 = 0, dado 
que no produce una solución, en el sentido de que sus términos no tienen un comportamiento 
asintótico definido, como puede apreciarse por inspección de la Tabla 3.2. Vemos entonces que 
es necesario restringir el tipo de sucesiones que vamos a aceptar como solución a un problema 
de tipo (1.7), a fin de evitar fenómenos como la aparición de sucesiones oscilantes. 

El problema es el siguiente: dado que no conocemos ninguna de las (hipotéticas) soluciones 
a de f(x) = 0 que nuestra sucesión de aproximaciones (an)nen estaría representando, ¿cómo 
podemos determinar si (a,),en converge a alguna de ellas, siendo que no podemos analizar el 
comportamiento progresivo de la diferencia |an — a|? 

Nuevamente, los métodos de bisección y de Newton descriptos en las Secciones 2.1 y 2.2 a 
propósito de la ecuación x* — 2 = 0 nos ofrecen una sugerencia al respecto: podemos comparar 
los términos sucesivos de la sucesión de aproximaciones entre sí, a fin de decidir si (a, )ney tiene 
algún tipo de “comportamiento progresivo”, como esperamos. En efecto, en las Tablas 2.1 y 2.2 
se aprecia que los términos sucesivos de la sucesión de aproximaciones del método de bisección 
y del método de Newton cada vez tienen más dígitos decimales en común. Dicho de otro modo, 
en ambos casos se aprecia que las diferencias |an — am| se acercan a O a medida que n crece. En 
consecuencia, los términos de la sucesión se “pegan” progresivamente entre sí: dada una precisión 
e > 0, existe no E N tal que |an — am| < € para n,m > no, y por lo tanto, podemos garantizar que 
todos los términos de la sucesión van a distar entre sí en menos de € a partir de no en adelante. 
Este comportamiento fue observado explícitamente por primera vez por Augustin Cauchy, y por 
lo tanto, las sucesiones que tienen dicha característica se denominan sucesiones de Cauchy. 


Definición 3.3.1. Una sucesión de números racionales (an)nen se dice de Cauchy si para cada 


e >0 existe ny E N tal que |an — am| < € para n,m > no. 


Ejemplo 3.3.2. Sea (an)nen la sucesión definida por a, := 1 y 


(=1)” 


An+1 := An + HET 


Afirmamos que (an)nen es una sucesión de Cauchy. Para ver esto, de acuerdo con la definición 
precedente, fijamos e > 0 y analizamos la diferencia |an — am|. Suponiendo sin pérdida de genera- 
lidad m > n, podemos reescribir a m en la forma m := n +k. Así, se trata entonces de demostrar 
que existe ny € N tal que, para cada n > ny y cada k € N, resulta ¡ay +; — an| < €. En efecto, 


lange — an| = |antk— an+k-1 + an+k-1— + an41 — an| 
+k-1 +k-2 k-1 
(-1)" : (-1)" me (-1)" _ (=1) mene 1 e 1 
n+k n+k-1 n+1 n+k n+17 n+l’ 
dado que 
C» c_i ! 
f H == 5 -<0 
n+2j+1 n+2j n+2j+1 n+2j 


para todo j > 0. En consecuencia, si elegimos ny tal que 1/(no +1) < e, resultará |an+k — an| < € 
para cada n > ny y cada k € N. Concluimos que (an)nen es de Cauchy. 
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De la argumentación que nos condujo a la Definición 3.3.1 y el Ejemplo 3.3.2 podría pensarse 
que una sucesión (a, )nen en la cual la diferencia |a,,; — an | tiende a O debe ser necesariamente 
una sucesión de Cauchy. Sin embargo, esto no es necesariamente así, como lo muestra el ejemplo 
a continuación. 


Ejemplo 3.3.3 (Una sucesión que no es de Cauchy). Sea (an)nen la sucesión definida por a, := 1 
y An+1 := an + 1/(n + 1). Entonces lan+1 — an| = 1/(n+ 1), que tiende a O cuando n tiende a 
infinito. Sin embargo, 


[427 — an| — |d2n a2n—1 + A2n—1 24 An+1 an| 
= |an — A2n—1| + |azn-1 — azn-2| +-+ + ln — an 
7 1 } l 1 1 i 1 t 
~ m` "n+17 2n | m 2? 


de lo cual se deduce que (an)nen no es una sucesión de Cauchy. 


Ejercicio 3.3.4. Sea (an)nen una sucesión de Q tal que existen A > 0 y ny E N con la», 1 — an| < 
à /n? para cada n > no. 


1. Demostrar que |an+x — an| <A/(n— 1) para cada n > ny y cada k > 1. (Sugerencia: usar 


mación 1 al 1 
la estimación -z < nA a +) 


2. Concluir que (an)nen es una sucesión de Cauchy de Q. 


Ejercicio 3.3.5. Demostrar que si (an )nen es una sucesión de Cauchy de Q, entonces la sucesión 


(an+1 — An)nen converge a 0. 


Hemos introducido el concepto de sucesión de Cauchy a fin de tener un criterio que nos per- 
mitiera decidir si el comportamiento asintótico de una sucesión dada es “oscilante”. Desde este 
punto de vista, una familia “poco interesante” de sucesiones de Cauchy es la de las sucesiones 
convergentes: en cualquier sucesión convergente (an )nen, la diferencia |an — am| se hace progre- 
sivamente “chica”, dado que todos los términos se acercan al límite œ de la sucesión. Éste es el 
contenido del siguiente resultado. 


Lema 3.3.6. Sea (a,)nen una sucesión convergente de Q. Entonces es de Cauchy. 


Demostración. Sea € > 0, y sea no E N tal que |an — | < €. Afirmamos que para n > m > no, 
tenemos la estimación |an — am| < 2€. En efecto, si n > m > no, tenemos que |an — am| < |an — 
a| + |Œ — am| < €+€ =2e. En consecuencia, deducimos que (a, )nen es una sucesión de Cauchy, 


lo que concluye la demostración. 


Ejercicio 3.3.7 (Toda sucesión de Cauchy es acotada). Sea (an)nen una sucesión de Cauchy de 
Q. Demostrar que es acotada. (Sugerencia: argumentar como en la demostración de que toda 
sucesión convergente es acotada (Lema 3.1.28).) 


Dos ejemplos interesantes de sucesiones de Cauchy son la sucesión (c,)»>0 del método de 
bisección de la Sección 2.1 y la sucesión (an)n>0 del método de Newton de la Sección 2.2. Esto 
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es consecuencia de un resultado general: una sucesión (a,)ney en la cual la diferencia |an41 — an| 
entre términos sucesivos decrece exponencialmente es necesariamente una sucesión de Cauchy, 
como demostramos a continuación. 


Lema 3.3.8. Sea (an)nen una sucesión de números racionales tales que existen racionales À > 0 
y0< y< 1 tales que lan+1 — an| < Ay”. Entonces (an)nen es de Cauchy. 


Demostración. Seak € N arbitrario. Tenemos: 


l@ntk—Gn| =  lan+k — an+k-1 +4an+k-1 = Gadget + anyi — an| 


IA 


lank — An+k—1| +lan+x-1— Gn4k—2| +: +]|an+1 — an| 


IA 


Ayre Daye hy 


ayy y pg 1) ay Eh < yn he, 
Éste es el núcleo de la demostración: hemos probado que la diferencia |an+k — an| se acota, sal- 
vo el factor constante A /(1 — y), por un término y” que tiende a 0 cuando n tiende a infinito, 
independientemente de k. Demostrar ahora que la sucesión (an)nen es de Cauchy es una tarea 
en cierto sentido “rutinaria”: dado € > 0 fijo, como (Y”)nen tiende a 0 (ya que es una sucesión 
geométrica con 0 < y < 1, ver el Lema 3.1.11), es posible elegir no € N tal que y” < e(1 — y) /A. 
En consecuencia, si m > n > no, entonces 


A 
lam — an| < a < E, 


lo que demuestra que la sucesión (an)nen es de Cauchy. 


Del Lema precedente se deduce que las sucesiones (Cn)n>0 del método de bisección de la Sec- 
ción 2.1 y (a,)»>0 del método de Newton de la Sección 2.2 son de Cauchy, lo que nos asegura 
que dichas sucesiones efectivamente resuelven la ecuación x? — 2 = 0 en el sentido que hemos 
mencionado. Éste es el contenido de los siguientes ejercicios. 


Ejercicio 3.3.9. Sea (c,),>0 la sucesión de puntos medios del método de bisección de la Sección 
2.1. Demostrar que \Cn+1 — Cn| < 27" para cada n > 0 y concluir que (cr)n>0 es una sucesión de 


Cauchy. 

Ejercicio 3.3.10. Sea (an)n>0 la sucesión del método de Newton de la Sección 2.2. 
1. Demostrar que |ay1 — an| < ¿Ja? —2| para cada n > 0. 
2. Concluir que |an+1 — an| < 4™” para cada n > 0. 
3. Demostrar que (dn)n>0 es una sucesión de Cauchy. 


El Lema 3.3.8 nos provee una condición que asegura que una sucesión dada es de Cauchy: el 
“decrecimiento exponencial” del valor absoluto de la diferencia entre términos sucesivos. Se trata 
de una condición que aparece con cierta frecuencia, por lo que vamos a utilizar reiteradamente 
dicho resultado. De todas maneras, es importante destacar que se trata condición suficiente, pero 
no necesaria: la sucesión del Ejemplo 3.3.2 es de Cauchy, pero no satisface dicha condición. 
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4. Aproximando la solución de x? = 2: 
desarrollos decimales 


De nuestra discusión del Capítulo 3 podemos concluir que un “buen” proceso de aproximación 
de una solución de una ecuación f(x) = 0 (o un problema de minimización min,ea f(x), o un 
problema de equilibrio f(x) = x), definido por una función continua f, consiste de una sucesión 
de Cauchy (an)nen de “aproximaciones”, de modo tal que limp 5.0 f (an) = 0 (0 lity +o flan) = 
minyea f(x), O líM,-300 An = íM» f(an)). Dicha sucesión (an)nen es lo que denominamos una 
solución del problema en consideración. Nuestra intención en este capítulo es comenzar a discutir 
en qué sentido la sucesión (an)nen “resuelve” dicho problema. Para esto, habiendo desarrollado 
algunos rudimentos del lenguaje de las sucesiones, de las sucesiones de Cauchy y de las funciones 
continuas, vamos a reinterpretar los métodos que desarrollamos en las Secciones 2.1, 2.2 y 2.3 a 
efectos de resolver nuestros problemas modelo: la ecuación x? =2, la minimización de la función 
x? — 6x y el problema de equilibrio 1/x+x/2= x. 


4.1. La solución de x? = 2 con sucesiones de Cauchy 


Comenzamos con el método de bisección de la Sección 2.1. Sea f(x) := x? — 2. Recordamos que 
el método de bisección consiste en una sucesión de intervalos (Zn )n>0 := (|an, bn] )n>0 de extremos 
racionales con las siguientes propiedades: 


1. b,—4a,=2"; 


2. f(an) <0< f(dn); 


antbn 
2 


3. Si Cy := , entonces (Cn)n>0 es una sucesión de Cauchy tal que (c? — 2)„>0 converge a 


0. 


Del ítem 3 concluimos que la sucesión de puntos medios resuelve el problema (2.1). ¿En 
qué sentido lo resuelve? Como hemos dicho en la Sección 3.3, y podemos apreciar analizando 
la Tabla 2.1, los términos de la sucesión (c,),>0 tienen progresivamente cada vez más dígitos 
decimales en común, lo que tomamos como indicación de que (Cn)n>0 efectivamente “converge”. 
Supongamos que (cn)n>0 converge a & € Q y estudiemos qué propiedades tiene este hipotético 
límite a. 

Una primera observación es que la convergencia de (c,)»>0 inmediatamente implica la de las 
sucesiones (dy )n>0 y (bn)n>0, al mismo valor a. 


Lema 4.1.1. Si (Cn)n>0 converge a A € Q, entonces las sucesiones (an)n>0 y (bn)n>0 convergen 
ad. 
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Demostración. Demostramos que (an)n>0 converge a œ. Sea € > 0. Dado que (c,)»>0 converge 
a a, existe nı E N tal que |c, — a| < € para n > nı. Por otro lado, teniendo en cuenta que |c, — 
an| < |bn — an| = 27", concluimos que existe nz € N tal que |cn — an| < € para n > m. Sea ny := 
máx{n;, n2}. Entonces, si n > no, tenemos que 


la, — O| < |an — cn| + |cn— A| < E+E =2e. 


Esto demuestra que (a, )n>0 converge a œ. La demostración de la convergencia de (bn )n>0 a & es 


similar. 


Demostramos ahora que este hipotético limite œ € Q resuelve nuestro problema. 
Lema 4.1.2. f(a) =0. 


Demostración. Dado que las sucesiones (an)n>0 y (bn)n>0 convergen a a, de la continuidad de 
f(x) := x? —2 (Ejercicio 3.2.8) resulta que (f(an))n>0 y (f(bn))n>0 convergen a f(0). Ahora 
bien, dado que f(a,) < 0 y f(bn) > O para cada n > 0, por el “principio de conservación del 
número” (Lema 3.1.40) resulta que f(a) satisface a la vez las condiciones f(a@) < 0 y f(a) > 0. 
En conclusión, f(a) =0. 


En definitiva, œ resultaría la solución del problema (2.1) que estamos buscando. Sin embargo, 
la sucesión (cn)n>0 no puede converger en Q, dado que la ecuación x? = 2 no tiene soluciones 
racionales. Esto vuelve a poner en consideración la cuestión sobre el sentido de dicha “conver- 
gencia”. Dado que hemos mencionado el comportamiento de los dígitos decimales de los términos 
Cn como una indicación de convergencia, vamos a estudiar la cuestión con más detalle. 


4.2. Desarrollos decimales 


A fin de estudiar los desarrollos decimales de los términos de la sucesión (c,)»>0, necesitamos 
entender en primer lugar qué es un desarrollo decimal. Para esto, vamos a demostrar que cada 
elemento Y € Q posee desarrollos decimales finitos de cualquier orden, que aproximan bien a 
dicho elemento a, en un sentido que vamos a discutir a continuación. 


4.2.1. La primera aproximación: parte entera 


Dado un número racional positivo œ, sabemos que éste se puede representar por un desarrollo 
decimal infinito ro.rır2..., donde ro € Zso y r; € {0,...,9} para cada i > 1 (cabe destacar que 
el entero rọ puede tener una representación decimal consistente en más de un dígito, que vamos 
a representar por un único símbolo ro aquí). Comenzamos por caracterizar de manera unívoca la 
“parte entera” ro de a. 

Consideremos, para fijar ideas, el nimero 15/7, cuyo desarrollo decimal es 2,142857... En 
este caso, ro = 2 es la denominada parte entera de 15/7. ¿Qué es lo que caracteriza a la parte 
entera de un racional positivo œ dado? Que la parte “restante” œ — ro del desarrollo decimal de a 
es de la forma 0.r¡r>r3..., es decir, 0 < 4— rọ < 1, como se verifica inmediatamente en el caso 
de 15/7, donde tenemos 0 — ro = 15/7 — 2 = 1/7. Ésta es una “buena” caracterización de la parte 
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entera ro, dado que no hace referencia al restante desarrollo decimal 0.r¡r2r3..., sino solo a @ y 
ro. 

Asi obtenemos el siguiente resultado, que asegura la existencia y unicidad de la parte entera de 
cada numero racional positivo. 


Lema 4.2.1. Sea 0% un racional positivo arbitrario. Entonces existe un único entero ro := | œ| > 0 
con la siguiente propiedad: 
Tro <A<rot+l. 


Demostración. Sean a € Zs y b E N tales que & = a/b. El Teorema de la división en Z (Teorema 
0.2.5) asegura que existen únicos q,r € Zso tales que a =b-q+r y 0< r < b. En particular, 
deducimos que 


a r r 
A y Ox 2p 
E Sa 


Afirmamos que ro := q satisface las condiciones del enunciado. En efecto, de la condición 
0 < r/b< 1 deducimos que 
E 
qSqt+;5=%<q+l, 


lo que demuestra la existencia de la parte entera. Por otro lado, en lo que respecta a la unicidad, 
cabe observar que si s € Z>ọ satisface las condiciones s < œ < s + 1, entonces q < Œœ < s+ 1, y 
por lo tanto, q < s. Análogamente, dado que s < a@ < q+ 1, vemos que s < q. En consecuencia, 


debe ser q = s, lo que completa la demostración de la unicidad. 


4.2.2. El caso general: la parte “decimal” 


Considerando nuevamente el número racional œ = 15/7, si notamos su desarrollo decimal por 
ro.rir2r3..., sabemos que ro = [15/7] = 2. La cuestión ahora es cómo caracterizar los restantes 
dígitos del desarrollo decimal. Para esto, observamos que & — ro = 15/7—2 = 1/7, cuyo desarrollo 
decimal es 0,142857.... En particular, el desarrollo decimal de 10(@ — ro) es 1,42857..., por lo 
que la parte entera | 10(a@ — ro) | = 1 de 10(0— ro) nos provee el siguiente dígito decimal rı de a. 
Observamos que 


ri 
y= —=2,1<a 
10-1] + 19 ASG, 


y &—7r.r tiene el desarrollo decimal 0,042857..., es decir, 


1 
10° 


ri 
0<a ( H ) 4.1 

< ro+ 75) < (4.1) 
En particular, la condición (4.1) determina unívocamente ro y r1. 

Prosiguiendo de esta manera, vemos que 100(@ — ro.r¡) tiene el desarrollo decimal 4,2857 ..., 
de donde concluimos que r2 = 4 = |100(a@ — ro.rı)]. Los demás dígitos se obtienen del mismo 
modo. Sistematizando este proceso deducimos la existencia y unicidad de los desarrollos decima- 
les finitos. 


Teorema 4.2.2 (Existencia y unicidad de los desarrollos decimales finitos). Sea a un racional 
positivo arbitrario. Entonces, para cada n E N existen únicos enteros positivos ro y Y],...,Tn € 
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{0,1,...,9} tales que: 


1 
0<a (r TEPA A< . (4.2) 


Demostración. Sea œ € Q positivo. De la caracterización de la parte entera (Lema 4.2.1) tenemos 
que ro := | & | es un entero positivo tal que rọ < A < rọ +1, es decir, 0 < & — rọ < 1. Esto muestra 
el enunciado en el caso n = 0. 

Supongamos ahora inductivamente que el enunciado está demostrado para un cierto entero n > 0 
y veamos que vale para n + 1. Dado que el enunciado es válido para n, tenemos que existen únicos 
ro>0yrj,...,rn €10,1,...,9) tales que 


ed io _ tn < 1 
> Tiot E To) S To 
Por lo tanto, 
035104 ( Eo) 10. 4. 
O < ny1 0 (a ro 10 107 <10 (4.3) 


Sea rn+1 := |Qn41]. De (4.3) concluimos que 0 < 7,1 < 10. A su vez, tenemos que 0 < O41 — 
Fn+1 < 1, y por ende, 


1 Fn+1 1 
0< 10°! (Onyi =n) = 0 (a ! 10 pa 107+! < 107+!" 


Esto concluye la demostración de existencia. 

Demostramos ahora la unicidad de los elementos ro,r1,...rn de (4.2), por inducción en n, la 
cantidad de dígitos decimales. 

En el caso n = 0 la unicidad se deduce de la unicidad de la parte entera (Lema 4.2.1): si rọ es 
un entero positivo que satisface la condición 0 < 4 — rọ < 1, entonces ro < œ < 79 + 1, lo cual 
implica que ro = | & |. En particular, ro está unívocamente determinado por a. 

Supongamos ahora el enunciado cierto para desarrollos decimales de n dígitos, y demostremos 


que es cierto para desarrollos de n+ 1 dígitos. Si tenemos enteros positivos ro y F1,...,fn+1 € 
{0,...,9} tales que 
ri fn+1 1 
0<a pe < y 
a (n 10 ior ) TN 

entonces i i 

Fn+1 ri Fn + Fn+1 

0< <a ted < 
S Jo = (r 10 ia) pS Tp 


De esta expresión concluimos que ro +r1/10+---+r,/10"” es un desarrollo decimal de n dígitos 
para a, y en consecuencia, por la hipótesis inductiva deducimos que rọ, ..., 7 están unívocamente 
determinados por œ. Finalmente, si definimos, como más arriba, O41 := 10"+! (a —(r9 +r1/10+ 
«== + rn/10”)) (que, de acuerdo a lo que hemos supuesto, está unívocamente determinado por a), 


entonces 7, +1 = | 0,1] y por lo tanto también r,, +1 está unívocamente determinado por a. 


En particular, cuando n tiende a infinito, vemos que la sucesión de aproximaciones decimales 
finitas (ro +r1/10+-++**+r,/10"),>0 converge a œ, lo que representamos en la forma (puramente 
simbólica por el momento) & = Y ;_p 1/10”. Así, a cada racional «œ le corresponde un único 
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desarrollo decimal infinito a = Y_¿r,/10” que satisface las condiciones del Teorema 4.2.2. 
A esta escritura, como habitualmente, vamos a expresarla en la forma: œ = rp.r¡r2.... Por otro 
lado, si œ € Q es negativo, representamos a Q por el desarrollo decimal infinito —ro.rjr2..., 
donde rp.r¡r2... es el desarrollo decimal infinito de — a. Resumimos estas consideraciones en el 
siguiente enunciado. 


Corolario 4.2.3 (Existencia y unicidad de los desarrollos decimales infinitos). Cada elemento a 


de Q admite un único desarrollo decimal infinito & = +ro.rır2... que satisface las condiciones 
del Teorema 4.2.2. 


Cabe destacar que existen casos en los que un racional admite más de un desarrollo decimal 
infinito: por ejemplo, 1 € Q admite los desarrollos 1 = 1,000... y 1 =0,999.... Veamos por qué 
admite este último desarrollo: 


m 9 E 1—(1/10)” r 
0.999..9= È TF = 0 2 To = 10" 11/10 = 1 — (1/10)”. 


n=1 


m veces 


Dado que el término a la derecha converge a 1, concluimos que 1 = 0,999.... Sin embargo, esto 
no contradice la unicidad del enunciado del Corolario 4.2.3, dado que el desarrollo 1 = 0,999... 
no satisface las condiciones del enunciado: el desarrollo 0,999... comienza con ro := 0, y por lo 
tanto, la condición 0 < 1— rp < 1 no se verifica. 

En vistas del Corolario 4.2.3, vamos a identificar cada número racional @ con el único desarrollo 
decimal de a que satisface las condiciones del Teorema 4.2.2. Tales desarrollos decimales infinitos 
serán denominados de ahora en adelante desarrollos decimales admisibles. 


Ejercicio 4.2.4. El objetivo del presente ejercicio es demostrar que el desarrollo decimal de 
cualquier número racional es periódico. 
Sea & =a/b con a,bEN ya = bro + so la división entera de a por b con resto. De acuerdo con 


el Lema 4.2.1, tenemos que ro = |a/b|. Definimos dos sucesiones (ry)x>0 y (Sk)k>o de Z>o de la 


siguiente manera: comenzando con ro y Sy como están determinados más arriba, definimos r41 y 
Sx+1 para cada k > 0 como el cociente y resto de la división de 10s, por b, esto es, rk41 y Sk1 Son 


los únicos enteros que satisfacen las condiciones 10s = brk+1 +8k+1 y OS Sk+1 < b. 


1. Demostrar que 0 < rps, < 105; /b para cada k > 0. Concluir que rg € {0,...,9} para cada 
k> 1. 


2. Demostrar que rp.ry ...ry es el desarrollo de N dígitos de a/b para cada N > 0. 


3. Observar que Si Sing = Smp+np Para ciertos my > 0 y no > 0, entonces rm = fm-+ny para cada 
m > mo. Deducir que el desarrollo decimal de cualquier número racional es periódico. 


Ejercicio 4.2.5 (El orden en Q vía desarrollos decimales). Sean a, B € Q tales que a < B. 
1. Demostrar que los desarrollos decimales infinitos de a y B son distintos. 


2. Más precisamente, si rp,r¡... y So,s1... son los desarrollos decimales infinitos de a y B, y 


ny es el menor índice para el cual rn £ Sng, entonces Tn < Sno: 
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Una caracterización de los desarrollos decimales admisibles 


Hemos visto que cada número racional œ admite un único desarrollo decimal admisible “ra- 
cional” (Corolario 4.2.3). El objetivo de la presente sección es observar que el desarrollo decimal 
admisible de un número racional no termina en “infinitos 9”, y recíprocamente, un desarrollo de- 
cimal que termina en “infinitos 9” es necesariamente un desarrollo decimal “no admisible” de un 
número racional. 


Ejercicio 4.2.6. Sea ro.rır2... un desarrollo decimal que converge a 4 € Qso. 


1. Supongamos que existe ny E N tal que r, = 9 para cada n > ny. Demostrar que 


9 9 r 
0 ms 10" (œ — rori- .Fng) 


para cada m € N. 


2. Deducir que 10™ (œ — ro.r1 ... fno) > 1, y por lo tanto, ro.rı...fn... no es un desarrollo 


decimal admisible de 0%. 


Ejercicio 4.2.7. Sea ro.rır2... un desarrollo decimal tal que existe no € N con r, = 9 para cada 
n> ng. 


1. Demostrar que la sucesión (ro.r1 ...'N)n>0 Converge a Œ := Fo.F1 ...Fny + 1/10". 
2. Concluir que rg.rjr>... no es un desarrollo decimal admisible de a. 


De los Ejercicios 4.2.6 y 4.2.7 precedentes deducimos la siguiente caracterización de los desa- 
rrollos decimales “racionales”: un desarrollo decimal infinito ry.r¡r>... es el desarrollo decimal 
admisible de un número racional si y solo si la sucesión (70.7; .. .ry)y>0 converge en Q y no 
existe ny € N tal que r„ = 9 para cada n > ny. Con esta caracterización en mente, vamos a de- 
nominar “admisible” a un desarrollo decimal arbitrario (no necesariamente racional) si no termina 
en infinitos 9. Observamos que, de acuerdo con el Ejercicio 4.2.7, un desarrollo decimal infinito 
que no converge en Q es necesariamente admisible. 


4.3. La “convergencia” de las sucesiones de Cauchy 


Habiendo entendido qué es un desarrollo decimal (finito o infinito), podemos discutir en qué 
sentido ocurre la “convergencia” de la sucesión de Cauchy (c,)»>0 del método de bisección apli- 
cado a la ecuación x? = 2, habida cuenta de que ésta no converge en Q. A tal efecto, vamos a 
demostrar que toda sucesión de Cauchy de números racionales define un único desarrollo deci- 
mal infinito admisible, lo que explica el comportamiento de la Tabla 2.1. 

Para esto, comenzamos con un resultado que nos va a permitir caracterizar el comportamiento 
de las sucesiones de Cauchy que no convergen en Q. Este resultado afirma que, dado un racional 
a, los términos de cada sucesión de Cauchy de Q que no converge en Q quedan, o bien todos a la 
izquierda o bien todos a la derecha de a, desde algún término en adelante. 
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Lema 4.3.1. Sea (dn) ncn una sucesión de Cauchy de Q y & € Q tales que existen infinitos n,m € N 
CON an < Q < am. Entonces (an)nen converge a a. 


Demostración. Sea € > 0. Dado que (an)ncn es una sucesión de Cauchy, existe no € N tal que 
|an — am| < € para n,m > ny. Afirmamos que la, — &| < € para cada n > no. En efecto, dado 
n > ny y Suponiendo sin pérdida de generalidad que a, < @, tenemos que existe m > ny tal que 


Am > & (de otro modo, solo finitos términos am satisfarían la condición am > a). Por lo tanto, 


la, — a| < |am — an| < e. 


Esto prueba nuestra afirmación y completa la demostración. 


4.3.1. El fenómeno de estabilización de dígitos 


Ahora podemos pasar al análisis del desarrollo decimal de los sucesivos términos de cada suce- 
sión de Cauchy de Q que no converge. Comenzamos estudiando el comportamiento de la sucesión 
de puntos medios (Cn)n>0 que hemos obtenido aplicando el método de bisección a la ecuación 
x? = 2. Recordamos los primeros diez términos de esta sucesión, que extraemos de la Tabla 2.1 y 
listamos en la Tabla 4.1. Una rápida inspección a la Tabla 4.1 muestra que los dígitos del desarro- 
llo decimal de c, se van “estabilizando” progresivamente, en el sentido de que todos los términos 
Cn tienen parte entera igual a 1, en tanto que a partir del término c3 todos los desarrollos comien- 
zan con 1,4, y a partir del término c¢ todos los desarrollos comienzan con 1,41. Es fácil ver que 
el desarrollo decimal de todos los términos c, para n > 6 comienza con 1,41: en efecto, dado 
f(c6) < 0, el método de bisección elige a có como el extremo izquierdo del siguiente intervalo 
17. Dado que los sucesivos intervalos satisfacen la condición 17 > Ig D Ig D ---, concluimos que 
C6 = 47 < ag < ay <---. Análogamente, dado que f(c7) > 0, entonces elegimos el extremo dere- 
cho bg de 13 en la forma bg := c7, y por lo tanto tenemos c7 = bg > bo > bio > ---. En particular, 
para n > 8 resulta a7 < dy < Cn < bn < bg, y, dado que a7 = c6 y bg = c7 tienen el mismo desarrollo 
de 2 dígitos 1,41, del Ejercicio 4.2.5 deducimos que el desarrollo de c, es de la forma 1,41... para 
n> 8. 

Siguiendo con este ejemplo, ¿cómo podemos estudiar el desarrollo de 2 dígitos de los términos 
de la sucesión (c,)»>0? Una forma simple es multiplicar la sucesión por 10°, a fin de traducir la 
cuestión a un problema de “partes enteras”. Si hacemos esto con los términos cn que aparecen en la 
Tabla 4.1, obtenemos 10?c9 = 150, 10%c, = 125, 10?c2 = 137,5, 10?c3 = 143,75, 10°c4 = 140,625, 
102%c5 = 142,1875, 102c6 = 141,40625, etc. 

El Ejercicio 3.3.9 asegura que la sucesión (cn)n>0 es de Cauchy. De hecho, dado que Cn, Cn+ € 
[Gn, bn] para cada n,k > 0, deducimos que |cy1% — Cn] < 27” para cada n,k > 0. En particular, 


tenemos que 


1 
110% cnyy — 10%cn| < 104.2 < a 


sin > 8. En consecuencia, 10%c, € (10%cg — 1/2, 10%cg + 1/2) sin > 8, y por lo tanto, 


141 = | 10%cg — 1/2] < 10%cg —1/2<10?c, < 10%cg + 1/2 < 10% + 1/2] +1 = 143 
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Tabla 4.1.: Los desarrollos de 2 dígitos de la sucesión del método de bisección. 


n Cn 102c,, 
O | 1.50000000000 | 150.000000000 
1 | 1.25000000000 | 125.000000000 
2 | 1.37500000000 | 137.500000000 
3 | 1.43750000000 | 143.750000000 
4 | 1.40625000000 | 140.625000000 
5 | 1.42187500000 | 142.187500000 
6 | 1.41406250000 | 141.406250000 
7 | 1.41796875000 | 141.796875000 
8 | 1.41601562500 | 141.601562500 
9 | 1.41503906250 | 141.503906250 
10 | 1.41455078125 | 141.455078125 


sin > 8. A fin de asegurar que el desarrollo de dos dígitos de c, es siempre el mismo para n 
suficientemente grande, bastará con ver que 10?c, € (141,142), en cuyo caso será cy = 1,41..., 
o bien 10?c,, € (142, 143), en cuyo caso será cn = 1,42..., para n suficientemente grande. Ahora 
bien, dado que 10?c,, € (141,143) para n > 8, si existieran infinitos n,m € N tales 


10?c, < 142 < 10?cm, 


entonces los términos 10?c,, se “acumularían” en torno a 142, de lo que concluiríamos por el Lema 
4.3.1 que límy,-yoo 107c, = 142, o equivalentemente, limy_5..C, = 1,42, cosa que sabemos que no 
puede suceder. Así, existe ny € N tal que 10?c, € (141,142) para n > no, o bien existe existe 
no EN tal que 107c, € (142, 143) para n > no. Generalizando esta argumentación obtenemos una 
demostración de la existencia de un fenómeno de estabilización de dígitos en una sucesión de 
Cauchy de Q arbitraria, que enunciamos y demostramos a continuación. 


Proposición 4.3.2 (“Estabilización de dígitos”). Sea (an)nen una sucesión de Cauchy de Q>0 que 
no converge a un racional de la forma r/10*. Entonces, para cada N > 0 existen m(N) > 0 y 
R(N) € Z>0 tales que, para cada n > m(N), tenemos: 


R(N) < 10% a, < R(N) +1. (4.4) 


Demostración. Fijemos N € N. Dado que (an)nen es una sucesión de Cauchy, (10Va,)nen tam- 
bién lo es, y por lo tanto existe mọ = mo(N) € N tal que |10V a, — 10% a, | < 1/2 si n,m > mo. 
Por lo tanto, todos los términos de la sucesión (10% An)nen con n > mo están en un intervalo de 
longitud 1 en torno a 10% am» Y Por ende, contenidos en algún intervalo con extremos enteros de 
longitud 2, esto es, 


10an € (10 q 112,10 Gy, HD) (Rı —1,Rı +1) 
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para n > no, siendo R; := 1+ [10% ding — 1/2]. 

Afirmamos que, para n suficientemente grande, todos los términos de la sucesión (10an )neN 
están contenidos en el intervalo (R¡ — 1,R¡) o en el intervalo (R¡,R¡ +1), lo cual completaría la 
demostración. A fin de probar esto, es necesario ver que los términos 10a, no se “acumulan” en 
torno a R¡. Dado que por hipótesis (10% ay) new no converge a R| (ya que si no, (dy) nen convergería 
aR¡/10N), de acuerdo al Lema 4.3.1 tenemos que existe m(N) > mp (N) tal que, o bien 10% a, < Ri 
para cada n > m(N), o bien 10Va, > R; para cada n > m(N). Supongamos que ocurre la primera 
de estas dos posibilidades, es decir, que 10a, < Ri para cada n > m(N). Entonces tenemos Rj — 
1 < 10%a, < R¡ para cada n > m(N), en cuyo caso, definiendo R(N) := R; — 1 concluimos la 
demostración. Por otro lado, si se satisface la segunda alternativa, es decir, 10 a, > Ri para cada 
n > m(N), entonces Rj +1 > 10V a, > R; para cada n > m(N) y por lo tanto, definiendo R(N) :=R| 
concluimos la demostración. 


Cabe realizar algunos comentarios sobre el enunciado precedente. En primer lugar, observamos 
que, a partir de nuestro resultado sobre la estabilización de dígitos de sucesiones de Cauchy de 
Q>0, inmediatamente deducimos un enunciado análogo para sucesiones de Cauchy de Q<o. En 
efecto, dada una sucesión de Cauchy (a»)nen de Q<o, por la proposición sobre la estabilización 
de dígitos tenemos que los dígitos decimales de la sucesión (—dy)ncn se estabilizan, y en conse- 
cuencia, los de (a,)ney también lo hacen. Asimismo, dada una sucesión de Cauchy (an)nen de Q 
que no converge en Q, de acuerdo con el Lema 4.3.1 tenemos que existe ny € N tal que, o bien 
an > O para cada n > no, o bien a, < 0 para cada n > ng. Por lo tanto, a efectos de considerar 
el comportamiento asintótico del desarrollo decimal de la sucesión en consideración, podemos 
suponer sin pérdida de generalidad que (a, )ney es una sucesión de Qs o de Q<o. 

Por otro lado, la condición sobre la “no convergencia” de la sucesión (a, )nen a un racional de 
la forma r/10* es fundamental para la conclusión del lema, dado que, en caso contrario, podría 
ocurrir que el desarrollo decimal de los términos de una sucesión (a,)nen que converge a r/10* 
podrían “oscilar” entre dos posibles desarrollos decimales infinitos de r/10* (aunque solo uno de 
éstos sea admisible). En los siguientes ejercicios pedimos estudiar este fenómeno en dos casos 
particulares. 


Ejercicio 4.3.3. Sea (an)nen la sucesión definida por a, := 1 — (1/10)". 
1. Estudiar la convergencia de (an)nen. 


2. Analizar la construcción del resultado sobre la estabilización de dígitos (Proposición 4.3.2) 


para este caso. ¿Qué se puede concluir? 
Ejercicio 4.3.4. Sea (an)nen la sucesión definida por an := 1 — (— 1/10)”. 
1. Estudiar la convergencia de (an)nen. 


2. Analizar la construcción del resultado sobre la estabilización de dígitos (Proposición 4.3.2) 


para este caso. 


Ejercicio 4.3.5. Exhibir a € Q con la siguiente propiedad: cada sucesión (an)nen de Q que 


converge a Q satisface el resultado sobre la estabilización de dígitos (Proposición 4.3.2). 
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4.3.2. Cada sucesión de Cauchy define un desarrollo decimal 


El fenómeno de la “estabilización de dígitos” precedente es el punto esencial que explica que 
una sucesión de Cauchy (dy) nen de Q que no converge en Q de todas maneras define un desarrollo 
decimal infinito (admisible). Más precisamente, tenemos el siguiente resultado. 


Teorema 4.3.6 (Convergencia de las sucesiones de Cauchy). Sea (an )nen una sucesión de Cauchy 
de Q que no converge a un racional de la forma r/10*. Entonces, si m(N) y R(N) son los defini- 


dos en el resultado sobre la estabilización de dígitos (Proposición 4.3.2), para cada n > m(N) 


el desarrollo decimal finito +rọ.rır2...ry de N dígitos de a, es el de +R(N)/10%, es decir, 
ER(N)/10N = TF 1172 ...FfN- 


Demostración. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a, > 0 para cada n € N. Sea 
N > 0 fijo. Por la definición de m(N) tenemos que 0 < 10V a, — R(N) < 1 para cada n > m(N). 
Por lo tanto, si expresamos a R(N) en la forma R(N) = ro 10% +r; 1071 +.-.+ ry, con ro € Z>o 
y r1,... ry € {0,...,9}, tenemos que 


R 1 
0 < an SA (r+ ee me) <7 


10 10° | ‘10 ov" 


Esto demuestra que R(N)/10Y = ro.rirz...ry es el desarrollo decimal de N dígitos de a, para 
cada n > m(N). 


Observamos que, si m(N) se elige como el menor número natural a partir del cual resulta válida 
(4.4), entonces la sucesión (m(N))yen resulta creciente, dado que, si para cada n > n(N + 1) 
los términos a, tienen el mismo desarrollo de N +1 dígitos, entonces también tienen el mismo 
desarrollo de N dígitos, y por lo tanto debe ser m(N) < m(N + 1). Por lo tanto, en lo que sigue 
vamos a suponer sin pérdida de generalidad que la sucesión (m(N))yen es creciente. 


El Teorema 4.3.6 asegura que el desarrollo decimal de N dígitos +r) ANN is 7) de cada 


término a, de una sucesión de Cauchy (a)nen que no converge a un racional de la forma r/10* 


es el mismo para cada n > m(N). Por ende, de la unicidad de los desarrollos decimales finitos 


(Teorema 4.2.2) vemos que el desarrollo decimal de N + 1 dígitos rN) NTD re +D aie roD 


de cada a, con n > n(N + 1) coincide en sus primeros N dígitos con +r) AN a W es de- 
cir, ai = co para ¡=0,...,N. Concluimos de esto que la sucesión de desarrollos decimales 
(Er M 7) pia Do define un único desarrollo decimal infinito +rp.rjr2..., que necesa- 


riamente debe admisible, dado que en caso contrario la sucesión (a, )nen convergería a un racional 
de la forma r/10*. En consecuencia, tenemos que cada sucesión de Cauchy de Q, convergente a 
un racional de la forma r/ 10% o no, determina un único desarrollo decimal admisible. 


Definición 4.3.7 (Desarrollo decimal asociado a una sucesión de Cauchy). Sea (an )nen una suce- 


sión de Cauchy de Q. Entonces (an)nen determina un único desarrollo decimal infinito admisible 


+Hrp.rir2... de la siguiente manera: 


= si (an)nen converge a un racional r/ 10%, entonces definimos +ro.r,r2... como el desarrollo 
decimal admisible de r/10*, 
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4.4. La solución de x? = 2 mediante el método de bisección 


a si (an)nen no converge a ningún racional de la forma r/10*, y para cada N > 0 definimos 
R(N) como en el resultado sobre la estabilización de dígitos (Proposición 4.3.2), entonces 
+r0.r1 ...ry es el desarrollo decimal (finito) de R(N)/10N. 


Este es el sentido que le vamos a dar a la “convergencia” de una sucesión de Cauchy (dn )nen 
de Q que no converge en Q: determina un desarrollo decimal infinito, es decir, los desarrollos 
decimales de los sucesivos términos a, “convergen” a un desarrollo decimal infinito (admisible). 


Ejercicio 4.3.8 (Desarrollos decimales de sucesiones convergentes). El objetivo de este ejercicio 
es demostrar de forma directa el Teorema 4.3.6 en el caso de una sucesión (an)nen que converge 
a un racional & > 0 que no es de la forma r/10£, Sea (ro.r1...ry)y>0 la sucesión de desarrollos 


decimales finitos de a. 
1. Sea N > 0 fijo. Demostrar que ro.rı ...ry < Q <YT0.F]...IN+ 1/10%. 


2. Demostrar que existe ny = no(N) tal que ro.) ...ry < an < 10-1) -..ty + 1/10 para cada 
n> no. 


3. Concluir que ro.r, ...ry es el desarrollo decimal de N dígitos de a, para todo n > nọ. 


4.4. La solución de x? = 2 mediante el método de bisección 


Retomamos ahora la pregunta de partida: ¿en qué sentido la sucesión (c,)»>0 de puntos medios 
del método de bisección resuelve la ecuación x? = 2? Teniendo en cuenta lo que hemos discutido, 
podemos preguntarnos sobre el desarrollo decimal de los términos de la sucesión (c? —2)»>0, en 
relación con el desarrollo decimal de los términos de la sucesión (c,)»>0. Tenemos el siguiente 
resultado. 


Lema 4.4.1. Si (ro.r¡...rn)wn>0 es la sucesión de desarrollos decimales finitos determinado por 


la sucesión (Cn)n>0, entonces ((ro.r1 ...rn)?)n>0 converge a 2. 


Demostración. Sea e > 0. De la definición del desarrollo decimal definido por cada sucesión de 
Cauchy de Q (Definición 4.3.7) concluimos que, para cada N > 0, existe m(N) tal que ro.r1 ...ry 
es el desarrollo decimal de N dígitos de c, para todo n > m(N). Sea No E N tal que 1/10% < e y 
no EN tal que |c? — 2| < € para n > no. Entonces, si N > No y n > max{no,m(No)}, tenemos que 


(error 2) < (rori ...ry}— el+ |e = 2| 
<  |(ro.r1...ry)=Cnl + |(ro.r1...ry) ten] +E 
< 10% |(ro.ri...ry)+ cnl +E 
< 4.10% +e <4- 10™ +e <4e+e= 5e. 


Esto concluye la demostración. 


Hemos demostrado entonces que la sucesión (c,)»>p determina un único desarrollo decimal 
infinito con la propiedad de que el cuadrado de la correspondiente sucesión de desarrollos 
decimales finitos converge a 2. Éste es el sentido que vamos a darle a la “convergencia” de dicha 
sucesión a una solución de x? = 2. 
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4. Aproximando la solución de x* = 2: desarrollos decimales 


Ejercicio 4.4.2. Sea (un)n>0 una sucesión de Cauchy de Qso tal que lím, 3 (u2 — 2) = 0 y sea 
ro-rz... el desarrollo decimal infinito que determina (Uy) ncn. Probar que jim ((ro-r1 IN)? — 
—yoo 


2) =0. 


Ejercicio 4.4.3. Sea (tn)n>0 la sucesión del Ejercicio 2.1.4 y sea 59.5182... el desarrollo decimal 


infinito que determina (tn)nen. Demostrar que Myo g(S0.51 ...sy) =0. 
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5. El cuerpo ordenado de los numeros 
reales 


En nuestras discusiones precedentes hemos obtenido una nueva noción de solución de la ecua- 
ción x? — 2 = 0 (o del problema de minimización mín,>p1? — 6x, o del problema de equilibrio 
x/2+1/x = x). Más precisamente, hemos convenido en decir que la ecuación x? — 2 = 0 está 
resuelta si obtenemos una sucesión de Cauchy (a, )nen de Q tal que (a? —2)nen converge a 
0. ¿Por qué decimos que la ecuación f(x) = 0 está resuelta por medio de la sucesión (ay) nen? 
Porque sabemos que cada sucesión de Cauchy de Q define un único desarrollo decimal infinito 
admisible (Teorema 4.3.6 y Definición 4.3.7). Siendo (a,).en una sucesión de Cauchy de Q y 
Q := ro, rjr2... el desarrollo decimal infinito que ésta define, de la condición lim, y0o(a? —2)=0 
concluimos fácilmente que ((ro.r1r2...7)* —2)w>0 converge a 0, lo que notamos en la forma 
(ro.rir>.. ae — 2 = 0. Ahora bien, admitiendo desarrollos decimales irracionales (es decir, de- 
sarrollos decimales infinitos admisibles que no corresponden al de ningún número racional) como 
“soluciones” de ecuaciones, hemos arribado a una noción más general de número, la de núme- 
ro real, que definimos a continuación. 


Definición 5.0.4 (Definición preliminar del conjunto de los números reales). Denominamos al 
conjunto de los desarrollos decimales infinitos admisibles el conjunto de los números reales y lo 


representamos como habitualmente por el símbolo R. 


Surgen inmediatamente varias cuestiones en torno a esta definición. En primer lugar, dado que 
hemos dicho que los desarrollos decimales infinitos admisibles constituyen un nuevo tipo de “nú- 
meros”, cabe preguntarse cómo operamos con ellos, es decir, cómo se definen las operaciones 
aritméticas entre dos desarrollos decimales infinitos. Asimismo, hemos visto que las cuestiones 
de aproximación se basan en una noción de distancia. En Q, la distancia entre dos racionales se 
define como el valor absoluto de su diferencia, lo cual requiere saber cuáles racionales son posi- 
tivos o, equivalentemente, cómo se ordenan los racionales. En este sentido, nos preguntamos si 
podemos extender esta noción de orden al conjunto de los desarrollos decimales infinitos admi- 
sibles, y cómo esta extensión se comporta en presencia de operaciones aritméticas. Precisar estas 
cuestiones es el objetivo central del presente capítulo. 


5.1. La definición “conjuntista” de ¡R 


Comenzamos por la propia definición del conjunto de los números reales. Si bien hemos dicho 
que R es el conjunto de todos los desarrollos decimales infinitos admisibles, esta “definición” 
tiene al menos dos inconvenientes importantes: 
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5. El cuerpo ordenado de los números reales 


e no es claro que “necesitemos” todos los desarrollos decimales infinitos admisibles; 
e tampoco es evidente que todos los desarrollos decimales infinitos admisibles representen nú- 
meros reales distintos (es decir, que no tengamos situaciones del tipo 1,000... =0,999...). 


A fin de atacar la primera cuestión, recordamos que los números reales aparecen como desarro- 
llos decimales infinitos admisibles que determinan las sucesiones de Cauchy de Q. En tal sentido, 
tenemos el siguiente resultado. 


Lema 5.1.1 (Necesidad de todos los desarrollos decimales admisibles). Dado un desarrollo deci- 


mal infinito admisible, existe una sucesión de Cauchy de Q que lo determina. 


Demostración. Sea +rọ,rır2... un desarrollo decimal infinito admisible y escribamos Ry := 


+ro.r1...ry para cada N > 0. Recordamos que (Rwy)w>0 es una sucesión de Cauchy, dado que 
posee la propiedad de decrecimiento exponencial (Lema 3.3.8). Afirmamos que esta sucesión de- 


termina a+ro,rjr2.... 


En efecto, supongamos en primer lugar que +rọ,rır2... es el desarrollo decimal admisible 
de un número racional œ de la forma r/10*, que, sin pérdida de generalidad, vamos a suponer 
positivo. Entonces (Ry)wy>0 converge a a, dado que 

1 


SRA < — 
| N| < Tow 


para cada N > 0. Por lo tanto, de acuerdo con la definición del desarrollo decimal que determina 
cada sucesión de Cauchy (Definición 4.3.7), la sucesión (Ry)y>0 determina el (único) desarrollo 
decimal admisible de Q, es decir, ro,rjr2.... 

Sea ahora 79,7172... un desarrollo decimal infinito admisible (positivo) que no corresponde al 
de ningún racional de la forma r/10% y sea N > 0. Afirmamos que, para cada n > N, el desarrollo 
decimal de N dígitos de R,, es precisamente Ry. En efecto, 


10N -R Y fh < WE E a 
aa 107 = | 
j=0 j=0 j= 
N ov 7 rj ve 9 N 
10° -Ra S10" ROA gog IO Rw tI 
j=0 J=N+1 


para cada n > N. Por la construcción de la proposición sobre la estabilización de dígitos (Proposi- 
ción 4.3.2) concluimos que R, tiene a Ry como desarrollo de N dígitos para n > N. Esto muestra 


que (R,,)n>0 determina el desarrollo decimal ro, rjr2.... 


5.1.1. Identificando desarrollos decimales infinitos 


En lo que hace a la segunda cuestión, necesitamos un criterio que nos permita decidir cuándo 
dos desarrollos decimales infinitos representan el mismo número real. Dado que queremos definir 
a cada número real a partir de un desarrollo decimal infinito, necesitamos que dicho criterio no 
haga referencia al elemento representado. Una idea simple en tal sentido es que dos desarrollos 
decimales infinitos admisibles representan el mismo número real si su resta es igual a 0, como 
vemos en el siguiente resultado. 
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5.1. La definición “conjuntista” de R 


Proposición 5.1.2 (Identificación de desarrollos decimales infinitos admisibles). Sean 


tro.rjr2... y ES0.5152... dos desarrollos decimales admisibles infinitos. Entonces la sucesión 


(+Hr0.rir2...ry — ES0.8182...Sy)y>0 converge a 0 si y solo si ambos desarrollos tienen el mismo 


signo y rj = sj para cada j > 0. 


Demostración. Observamos que si +ro.rır2... y +E80.5152... tienen distinto signo, entonces la 


sucesión (479.rir2... Fn — £50.5152---5n)n>0 es monótona, y por lo tanto converge a 0 si y solo si 
rj = sj = 0 para todo j > 0. En consecuencia, podemos suponer sin pérdida de generalidad que 


+ro.rir2... Y +s0.5152... tienen el mismo signo, que vamos a suponer positivo. 

Sean Ry := Fo-F1 --.TN Y Sn := S0:51...Sy para cada N > 0, y supongamos que existe jo > 0 
(mínimo) tal que rj, Æ Si. Pongamos por caso rj, > Sj). Dado que so.s152... es un desarrollo 
decimal admisible, existe kg > jo tal que sx, < 8. Sean > ko. Entonces rj, —S jo > 1, Fko —Sko = 8, 
y en consecuencia, 


y rj— sj = y Fj = Sj > 1 y 9 1 

y Ph OSs hz 

jap Y Eh 10! Oe ems 108 
1 9 "jol ] 1 1 


= 10Jo  10Jo+1 L 10/ l 10*o z 10%o ` 


Deducimos entonces que la sucesión (Ry — Sy)wy>0 no converge a O. Recíprocamente, si rj = s; 


para cada j > 0 entonces evidentemente (Ry — Sy)y>0 converge a 0. 


Ejercicio 5.1.3. Sean ro.rır2... y So.5152... dos desarrollos decimales (positivos) tales que existe 


Jo > 0 que satisface las siguientes condiciones: 
I. rj—s; =O para j=0,...,jo=1, 
2. Tip Sj = l, 
3. s;—rj =9 para cada ¡> jo. 
Demostrar que (ro.rif2...1n —80.5182 ...SN)N>0 Converge a 0. 


Ejercicio 5.1.4. Más generalmente, si ro.rır2... y 59-5182... son dos desarrollos decimales in- 
finitos distintos (admisibles o no), demostrar que la sucesión (ro.rır2... ry — 80.8152...SN)N>0 
converge a 0 si y solo si existe jo > 0 que satisface las condiciones 1, 2 y 3 del ejercicio anterior. 


A partir de este criterio de identificación de los desarrollos decimales admisibles vemos que la 
situación 1 = 1,000... = 0,999... que analizamos en la sección sobre los desarrollos decimales 
en Q (Sección 4.2) no es un caso aislado, sino más bien la situación general: dos desarrollos 
decimales infinitos, digamos ro.rır2... y So.5152..., definen el mismo elemento, es decir, su 
“diferencia” es 0, si y solo si uno de ellos es “finito”, es decir, es de la forma rp.rjr2...1j,000..., 
y el otro es de la forma rp.rjr>...(rj, — 1)999.... En particular, dos desarrollos decimales 
infinitos admisibles distintos representan números reales distintos, en el sentido de que su 
“diferencia”, representada por el límite de la sucesión (ro.rir2...ry — S0.S152...SN)N>0, NO es 
igual a 0. 
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Habiendo entonces caracterizado cuando dos desarrollos decimales infinitos “representan el 
mismo número” a partir de los propios desarrollos decimales, podemos definir el conjunto de los 
desarrollos decimales que nos interesa. 


Definición 5.1.5 (El conjunto de los números reales). Definimos el conjunto de los números 


reales R como el conjunto de los desarrollos decimales infinitos +rp.rjr2... que no terminan en 


infinitos 9, es decir, que no son de la forma +rq.r¡r2...r;j999.... 


De todas maneras, si bien hemos definido R como conjunto, no hemos determinado de qué ma- 
nera se realizan operaciones aritméticas con los números reales, ni cómo se los ordenan. Precisar 
estas cuestiones es el objetivo de las próximas secciones. 


5.2. Las operaciones aritméticas en R 


Una pregunta básica que ya nos formulamos es cómo se “opera” con los desarrollos decimales 
infinitos, es decir, dado que son “números”, nos preguntamos cómo se suman, restan, multiplican 
y dividen. Una idea “natural”, que proviene tanto de la experiencia “escolar” como de la forma 
en que funcionan las calculadoras y computadoras, es la de operar con los desarrollos decimales 
finitos. Ahora bien, es necesario determinar si operar con los desarrollos decimales finitos produce 
algún “resultado”, es decir, un desarrollo decimal infinito admisible que podamos considerar el 
resultado de nuestra operación aritmética. A tal efecto, tenemos el siguiente resultado, que asegura 
que el resultado de realizar una operación aritmética con los desarrollos decimales finitos de dos 
números reales dados es una sucesión de Cauchy, y por lo tanto, define un desarrollo decimal 
infinito admisible. 


Lema 5.2.1. Sean +ro,rjr2... y +50,5152... dos desarrollos decimales admisibles y sean Ry := 


+Hr0.11 ...FN Y Sy := ES0.S1 ...Sy para cada N > 0. Entonces 


1. las sucesiones (Ry + Sy)n>0 son de Cauchy, 
2. la sucesión (Ry - Sy)n>0 es de Cauchy, 
3. si so,s152:** £0, la sucesión (Ry /Sn)n>0 es de Cauchy. 


Demostración. Comenzamos con el ítem 1. Dado N > 0, tenemos que 


[Rvet + Sy41 — (Ry +Sw)| = [rnp Es LOT N+D < 2.107, 


Por lo tanto, dado que una sucesión con decrecimiento exponencial es de Cauchy (Lema 3.3.8), 


concluimos en particular que la sucesión (Ry + Sy )y>0 es de Cauchy. 
En lo que hace al ítem 2, nuevamente demostramos que la sucesión (Ry - Sy )y>0 en considera- 
ción posee la propiedad del “decrecimiento exponencial”. Más precisamente, 


IA 


[Raya S +1 — Roy + Sy | [Rv+1- Swi — Rig Sl + |Riy1 + Si — Roy Syl] 


= |Ry+1-SN+1 10 8+) ye Ir 107 N+D Sel 


IA 


(ro +1)-10 Y 4107. (so +1) < (ro +50 +2)10-%, 
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lo que demuestra que las diferencias entre términos sucesivos de (Ry - Sy )y>0 decrecen exponen- 
cialmente. Así, el Lema 3.3.8 asegura que (Ry - Sy)y>0 es de Cauchy. 

Supongamos por último que so, s152--- #0, y consideremos el ítem 3. A fin de demostrar que 
(Rw /Sw)n>o0 es de Cauchy, por el ítem 2 vemos que basta demostrar que las sucesiones (Ry )w>0 
y (1/Sw)n>0 son de Cauchy. 


Dado que la diferencia |Ry+1 — Ry| = rn 107 (W+1) 


< 10N decrece exponencialmente, del 
Lema 3.3.8 concluimos que la sucesión (Ry)y>0 es de Cauchy. Por otro lado, sea ny > 0 el menor 
índice tal que Sny 4 0. Entonces, si N > no, tenemos que 


1 1 N+1) 


Sy+1 SN 


Sy — SN+1 [Sn — Sy+1| Z ls +1) 107 


7 [Sp [10-0 : [Sng 10770 z (In) [10-"0)* 


Sy+1: SN 


lo que demuestra que (1/Sy)w>0 posee la propiedad de decrecimiento exponencial, y por lo tanto 


es una sucesión de Cauchy. 


Discutimos brevemente el enunciado del punto 3 del Lema 5.2.1. Supongamos sin pérdida de 
generalidad que los desarrollos decimales infinitos admisibles en consideración son positivos, y 
denotemos por Ry := 10.11 ...FN Y SN :=50.51 ...Sy alos correspondientes desarrollos de N dígitos 
para cada N > 0. Observamos que los términos Ry/Sy no están necesariamente bien definidos, ya 
que algunos términos de la sucesión (Sy)wy>0 podrían anularse. De todas maneras, dado que la 
sucesión (Sy )w>0 es creciente, y existe No > 0 tal que sy, > 0 (y por lo tanto Sy, > 0), vemos que 
Sy > 0 para cada N > No, de lo que concluimos que el cociente Ry/Sy está bien definido para 
N > No. En lo que respecta al número real representado por la sucesión (Ry /Sy)w>0, nos interesa 
el comportamiento asintótico de la sucesión, es decir, el desarrollo decimal de los sucesivos 
términos (Ry /Sy)n>o para N suficientemente grande. Por lo tanto, este desarrollo decimal no 
cambia si solo consideramos los términos Ry/Sy para N > No. 

De esta manera, podemos definir las operaciones aritméticas sobre los desarrollos decimales 
infinitos admisibles, de acuerdo a nuestras intuiciones, a partir de los desarrollos decimales finitos. 


Definición 5.2.2 (Operaciones aritméticas en R). Sean dados dos desarrollos decimales admisi- 


bles A := +Hrp,rir2... y B := +50,5152.... Siendo Ry := +ro.r,...ty Y Sy :=E8S0:51 ...SN para 
cada N > 0, definimos: 


= &+f6 como el desarrollo decimal que define la sucesión de Cauchy (Ry + Sn)n>0; 
= & -P como el desarrollo decimal que define la sucesión de Cauchy (Ry - Sn) n>0, 


= 0/8 como el desarrollo decimal que define la sucesión de Cauchy (Ry /Sy)n>0 (siempre 


que B #0). 


Ejemplo 5.2.3. Supongamos que queremos sumar los números reales \/2 = 1,414213562... y e = 
2,718281828.... Suponiendo que “tenemos” las sucesiones infinitas de desarrollos de N dígitos 
(Rw)w>0 y (Sy)wso de V2 y e respectivamente, consideramos la sucesión de Cauchy (Ty)w>0 := 
(Ry +Sn)n>0. Tenemos que 


To =3, Ti =4,1, T2 = 4,12, T3 = 4,132, T4 = 4,1324, Ts =4,13249,.... 


81 


5. El cuerpo ordenado de los números reales 


lo cual nos permite ir “viendo” progresivamente los dígitos de \/2 + e. Es interesante observar 
que, dado que r4+54=2+2=4 < 9, entonces T4 nos provee el desarrollo de 3 dígitos de V2+e. 


En efecto, afirmamos que 
Ts = 4,132 < V24+e< B +10? = 4,133. 
Para ver esto, observamos que, por la definición de Ta, 


Ts =R3 +8; <V2+e < Ri+10 +51, +10* 
= R3+1r4-10774+53+54-107++2-1074 
Ts + (r4+s4 +2): 1074 < B +107?, 


lo que demuestra que T3 = 4,132 es el desarrollo de 3 dígitos de V2 + e. 


Ejercicio 5.2.4. El propósito del presente ejercicio es generalizar la observación del ejemplo 
precedente. Sean Œ := rp.rjr2... y B := 89.8182... dos números reales positivos y sean Ry := 
ro. -rN Y SN := 80.81 -..S y para cada N > 0. Supongamos que ry, + Sn, <9 para cierto No EN. 


1. Sea Ty-¡ el desarrollo de N — 1 dígitos de Ry + Sy. Demostrar que Ty—ı < a+. 


2. Demostrar que & + B < Tn,-1+ 1070-1), Concluir que Ty,-1 es el desarrollo de No — 1 
dígitos de & + B. 


5.2.1. Sucesiones de Cauchy equivalentes 


Las operaciones aritméticas satisfacen las “leyes” asociativas, conmutativas y distributivas ha- 
bituales. Sin embargo, constatar que esto es así requiere en algunos casos de cierto cuidado. Por 
ejemplo, consideremos la propiedad asociativa de la suma, es decir, el hecho de que œ + (B +y) = 
(œ+ B) + y para números reales arbitrarios a, B y y. Supongamos que a, P y y son positivos y 
denotemos por Œ := Fp.rir2..., B :=580.5152... y Y := to-tit2 ... a los correspondientes desarro- 
llos decimales. De acuerdo con nuestra definición de la suma de dos números reales, a efectos de 
determinar la suma a + (B + y) es necesario determinar el desarrollo decimal infinito admisible 
Ug.Uju2... de B + y, para obtener œ + (B + y) como el número real determinado por la sucesión 


de Cauchy (ro.r1...ry +u9.41 ...Uy)n>0. Así, la suma QU + (P + y) no se obtiene directamente 


como el número real que determina la sucesión (ro.r1 co TN + (S0-51...5N +f... HN eee es- 


to es, realizando la suma correspondiente con los desarrollos decimales finitos de a, B y y. En 


consecuencia, no es tan simple relacionar el número real æ + (B + y) con (œ + B) +y. 


Para solucionar este tipo de inconvenientes, vamos a obtener una caracterización “más operati- 
va” de la relación que existe entre cada sucesión de Cauchy de Q y el desarrollo decimal admisible 
que ésta define. 


Lema 5.2.5. Sea (an)nen una sucesión de Cauchy de Q y sea +rp.rjr>... el desarrollo decimal 


admisible que ésta define. Entonces (a, — (+r0.r1 ...rn))nen converge a 0. 
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Demostración. Si (an)nen converge a un racional de la forma r/10*, entonces el resultado es 
consecuencia directa de las propiedades aritméticas de los límites (Teorema 3.1.27), dado que en 


tal caso (dn)nen y (£ro-r1---1n)nen convergen al mismo límite. 

Supongamos entonces que (a, )nen no converge a ningún racional de la forma r/10*. Más aún, 
sin pérdida de generalidad, supongamos que a, > 0 para cada n € N. Sea £ >0yseaN eN 
tal que 1/10" < e. De acuerdo con la proposición sobre la estabilización de dígitos (Proposición 
4.3.2), existe M(N) € N tal que a, tiene a Ry := ro.rı ...ry como desarrollo de N dígitos para 
cada n > M(N). En otras palabras, tenemos que 0 < a, — Ry < 1/10 para cada n > M(N). Por 
lo tanto, sin > max{M(N),N}, resulta 

2 


lan — Rn| = lan — Ry + Ry —Rhn] < lan — Ry| + |Ry — Rn| < ¡ON < 28. 


Esto demuestra que la sucesión (an — Rn )nen converge a 0. 


La situación que se nos plantea en relación con la cuestión de determinar, por ejemplo, si es 
cierta la identidad a+ (B + y) = (a+ B) + y es que tenemos dos sucesiones de Cauchy y queremos 
determinar si ambas definen el mismo desarrollo decimal infinito admisible. En tal sentido, cabe 


preguntarse si la condición limy,-,..(an — +ro.r1 ...Fn) = 0 caracteriza las sucesiones (an )nen de 


Cauchy de Q que definen el desarrollo decimal +rọ.rır2... Al respecto, vamos a demostrar un 
resultado general, que en particular implica la afirmación recíproca del Lema 5.2.5: dos sucesiones 
de Cauchy de Q cuya diferencia tiende a O definen el mismo desarrollo decimal admisible. Esto 
nos permite identificar de forma más “operativa” a las sucesiones de Cauchy que definen el mismo 
desarrollo decimal admisible. 


Proposición 5.2.6. Dos sucesiones (an)nen y (bn) nen de Cauchy de Q definen el mismo desarrollo 
decimal admisible si y solo si (an — bn)nen converge a 0. 


Demostración. Consideramos en primer lugar el caso en que (an)nenN O (bn)nen converge a un ra- 
cional œ de la forma r/10*. Supongamos sin pérdida de generalidad que (an)nen converge a un tal 
racional Q y que (4n)nen y (Dn)nen definen el mismo desarrollo decimal. Entonces (bn )nen conver- 
ge a a, y por las propiedades aritméticas de los límites (Teorema 3.1.27) tenemos que (an — Dn) nen 
converge a 0. Recíprocamente, si (an — bn )nen converge a O y (an )nen converge a œ, nuevamente 
por las propiedades aritméticas de los límites concluimos que (bn )nen converge a œ, lo que implica 
que (an)nen y (Pn)nen definen el mismo desarrollo decimal. Asimismo, argumentamos de forma 
similar en el caso en que (bn )nen converge a un racional de la forma r/ 10%. 

Podemos entonces suponer que ni (an)nen ni (bn)nen convergen a un racional de la forma 
r/10*. Supongamos que (an)nen y (bn)nen determinan el mismo desarrollo decimal de R, di- 


gamos +ro.rir2.... El Lema 5.2.5 asegura que las sucesiones (a, — +r0.riro...tn)nen y (Dn — 


+ro.rif2...Tn)nen convergen a 0. Así, por las propiedades aritméticas de los límites (Teorema 
3.1.27) tenemos que (an — bn) nen converge a 0. 


Recíprocamente, supongamos que (an — bn)ncn converge a 0 y sean +1r9.rjr2... Y E80.5182... 
los desarrollos decimales de R que determinan (an)nen y (bn)nen respectivamente. Sean R, := 


tro.r1..-Tn Y Sn := +80.81...5n para cada n € N. Por el Lema 5.2.5 tenemos que (an — Ra)nen 
y (bn — Sn)nen convergen a 0. Por lo tanto, la sucesión (an — bn — Rn + Sn)nen converge a 0, lo 
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5. El cuerpo ordenado de los números reales 


Tabla 5.1.: El número V2 +e = 4,13249539083.... 


n Cn bn Cn +bn 
1 | 1.25000000000 | 2.00000000000 | 3.25000000000 
2 | 1.37500000000 | 2.25000000000 | 3.62500000000 
3 | 1.43750000000 | 2.37037037037 | 3.80787037037 
4 | 1.40625000000 | 2.44140625000 | 3.84765625000 
5 | 1.42187500000 | 2.48832000000 | 3.91019500000 
6 | 1.41406250000 | 2.52162637174 | 3.93568887174 
7 | 1.41796875000 | 2.54649969704 | 3.96446844704 
8 | 1.41601562500 | 2.56578451395 | 3.98180013895 
9 | 1.41503906250 | 2.58117479171 | 3.99621697960 
10 | 1.41455078125 | 2.59374246010 | 4.00829324135 
11 | 1.41430664063 | 2.60419901190 | 4.01850565253 


cual, combinado con la hipótesis de que (a, — bn)nen converge a 0, nos permite concluir que 


(Rn — Sn)nen converge a 0. Ahora bien, tratándose +ro.rır2... y +50.5152... de dos desarrollos 
decimales admisibles, de la caracterización de la identidad de los desarrollos admisibles de la 


Proposición 5.1.2 concluimos que +rọ.rır2: + = +59.5152..., como queríamos demostrar. 


La proposición precedente admite una interpretación interesante desde el punto de vista prác- 
tico: supongamos que tenemos dos números reales a y B, que están dados por medio de dos su- 
cesiones de Cauchy (an)nen y (bn)nen de Q, y queremos realizar una operación aritmética a PB 
con ellos. La caracterización de las sucesiones de Cauchy que definen el mismo desarrollo decimal 
(Proposición 5.2.6) asegura que el desarrollo decimal admisible que define la sucesión (an *bn)neN 
es precisamente el de œx B. Así vemos que podemos extender la operatoria con desarrollos de- 
cimales infinitos admisibles a cualquier par de sucesiones de Cauchy que determinen los 
números reales en cuestión. 


Ejemplo 5.2.7. Supongamos, como en el Ejemplo 5.2.3, que queremos sumar \/2 y e. En términos 
más realistas que en el Ejemplo 5.2.3, a fin de operar con y2 vamos a considerar, por ejemplo, 
la sucesión (Cn)nen de puntos medios del método de bisección aplicado a la ecuación x? = 2 
de la Sección 2.1. Asimismo, vamos a considerar a e como el número real determinado por la 
sucesión (bn)nen definida por by := (1+1/n)" para cada n € N, que vamos a estudiar en la 
Sección 6.3.3. Podemos entonces obtener la suma V2 +e a partir de la sucesión (bn + Cn)nen- 
En la Tabla 5.1 listamos los primeros diez términos correspondientes a las sucesiones (Cn)ncn, 
(bn)nen Y (bn +Cn)nen- 

También podemos representar a \/2 por medio de la sucesión (an)nen de las aproximaciones 
provistas por el método de Newton aplicado a la ecuación x? =2 de la Sección 2.2 y al número 
e por medio de la sucesión (dn)nen definida por dy := (24+1/2+---+1/n!)nen (ver la Sección 
6.3.3), cuyos resultados listamos en la Tabla 5.2. Como puede constatarse de una inspección de 
ambas tablas, la sucesión (an + dn)nen define V2+e mucho más rápidamente que (bn + Cn)nen- 
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5.2. Las operaciones aritméticas en R 


De todas maneras, la Proposición 5.2.6 nos asegura que (bn 4 


Tabla 5.2.: Otra aproximación de V2+e= 4,13249539083.... 


An 


dn 


An +d, 


ee 
FB OoOoOwWmArNIaA NF WN KH] S 


1.50000000000 
1.41666666667 
1.41421568627 
1.41421356237 
1.41421356237 
1.41421356237 
1.41421356237 
1.41421356237 
1.41421356237 
1.41421356237 
1.41421356237 


2.00000000000 
2.50000000000 
2.66666666667 
2.70833333333 
2.71666666667 
2.71805555556 
2.71825396826 
2.71827876985 
2.71828152558 
2.71828180115 
2.71828182620 


3.50000000000 
3.91666666667 
4.08088235294 
4.12254689570 
4.13088022904 
4.13229117926 
4.13246753063 
4.13249233222 
4.13249508795 
4.13249536352 
4.13249538857 


mismo desarrollo decimal infinito admisible, el del número JV2+e. 


5.2.2. Propiedades de las operaciones aritméticas en R 


E Cn)neN y (an + dn) ncN definen el 


A partir del criterio de identificación de las sucesiones de Cauchy que definen el mismo desa- 
rrollo decimal podemos discutir algunas propiedades básicas de las operaciones aritméticas con 
números reales que hemos definido. 


Teorema 5.2.8 (Propiedades de las operaciones aritméticas con números reales). Si a, B y y son 
números reales arbitrarios, entonces: 


1. a+B=B+a; 


2. a+(B+y)=(@+B)+y7; 


3. 4+0=0+a=4, y O es el único número real con esta propiedad; 


4. existe un único número real —Q tal que & + (—a@) = (0) +0 =0; 
5. a-B=B-a; 

6. a: (B-y)=(0-B)- y; 

7. 1-@=a-1=a, y l es el único número real con esta propiedad; 


1 


8. si & #0, entonces existe un único número real a! tal que O -a4=a- oa '=1; 


9 a-(BP+y)=a-Bra-y. 
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5. El cuerpo ordenado de los números reales 


Demostración. La demostración de los ítems 1, 4 y 5 es una consecuencia inmediata de las 
correspondientes propiedades de la suma y el producto en Q. Discutamos a modo de ejemplo 


la propiedad conmutativa de la suma del ítem 1. Si @ := +ro.rjro... y P :=+80.5152..., y 


Ry := +ro.r1...tw y Sn := 80-51 ...Sy Son los correspondientes desarrollos de N dígitos pa- 
ra cada N > 0, la suma & + p es el desarrollo decimal infinito admisible que define la sucesión 
(Ry + Sv)w>0, en tanto que la suma B + & es el desarrollo decimal infinito admisible que define 
la sucesión (Sy + Rw)n>o. Ahora bien, dado que Ry y Sy son números racionales, tenemos que 
Ry + Sy = Sy + Ry para cada N > 0, de lo que concluimos que los correspondientes desarrollos 
decimales admisibles coinciden, es decir, a+ p = p +4. 


Consideramos ahora la propiedad asociativa del ítem 2. Sea A := +r9.rjrz..., B :=+50-5152... 


y Y := Eto.tit2..., y sean Ry := £rọ.r1 ... ry, Sy := £59.81... 5N y Ty := =to.f¡ ...ty los corres- 
pondientes desarrollos de N dígitos para cada N > 0. Asimismo, sean & + B := +up.ujuz... y 


B +Y := +v0.v1v2.... Tenemos que probar que las sucesiones (Ry + Vw)w>0 y (Un + Ty)w>0 
determinan el mismo desarrollo decimal. De acuerdo con nuestra caracterización “operativa” de 
la relación entre una sucesión de Cauchy y el desarrollo decimal que ésta define (Lema 5.2.5), 
tenemos que 

Jm (Ry +Sy—Uy)=0 y Jim (Sy + Ty — Vv) =0. 


En consecuencia, 


lím (Ry + Vw — (Un + Ty)) = lím (Ry + Sy — Un — (Sy + Ty Vy)) =0. 
N— œ N— 00 


Por lo tanto, nuestro criterio de identificación de las sucesiones que Cauchy que definen el mis- 
mo desarrollo decimal admisible (Proposición 5.2.6) asegura que (Ry + Vy )n>0 y (Un + Ty)N>0 
definen el mismo desarrollo decimal, es decir, œ + ($ + y) = (œ + B) + y. Un argumento similar 
demuestra los ítems 6 y 9. 


A fin de demostrar 3, observamos que el número real 0 tiene el desarrollo decimal 0,00..., 
que satisface la condición œ +0 = 0 + a =a para todo & € R. En efecto, si @ := +rọ.rır2... y 
Ry := +rọ.rı ... ry para cada N > 0, entonces 


(Rw )n>0 + (0,0. 7 -0)w>0 = (Ry)N>0 = (0,0. ‘ .0)v>0 + (Ry )n>0- 


La unicidad del elemento neutro para la suma es una consecuencia directa de su definición: si 0 
y 0 son dos números reales con esta propiedad, entonces 0 = 0 +0 = 0. La demostración de 7 es 
similar. 


Finalmente demostramos 8. Sea @:= +rp.r¡r>... y sea Ry := Er0.r1 ...ry el desarrollo de N 
dígitos de œ para cada N > 0. Dado que a& #0, tenemos que existe No € N tal que la sucesión 
(1/Rw)n>ny es de Cauchy, y por ende representa un número real que notamos a”! Sea ar! := 


+50.5152... Y Sy := ES0.51...S y para cada N > 0. El Lema 5.2.5 asegura que límy- 30 (Sy — 
1/Ry) = 0. En consecuencia, dado que 


Jím Ry-Sy = lím (Ry + (Sy —1/Rw) +1) =], 


1 


concluimos que œ: 47! = a! -æ = 1. Finalmente, en lo que respecta a la unicidad del inverso 
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5.3. La estructura de orden de R 


multiplicativo, observamos que si B, y € R satisfacen a-B = a-y, entonces B = (B-a)-B = 
B-(a-B)=B-(a-y) =(B-a)-y=(a- B)- y = y, lo que demuestra la unicidad. 


Ejercicio 5.2.9. Completar la demostración del Teorema 3.2.8. 


Cabe destacar que un conjunto con dos operaciones aritméticas +, - que satisfacen las propieda- 
des 1-9 mencionadas es lo que se denomina un cuerpo. Así, del teorema precedente concluimos 
que el conjunto de los números reales junto con las operaciones de la Definición 5.2.2 resulta un 
cuerpo, denominado el cuerpo de los números reales. 

Asimismo, gracias a las propiedades aritméticas de los límites vemos que las operaciones arit- 
méticas que hemos definido extienden efectivamente las operaciones aritméticas de Q, es decir, 
R es una extensión (de cuerpos) de Q. Más precisamente, una consecuencia inmediata de las 
propiedades aritméticas de los límites (Teorema 3.1.27) es el siguiente resultado. 


Lema 5.2.10. Sean +ry.rjr2... y +89.8182... los desarrollos decimales admisibles de ay P € Q 


respectivamente. Si Ry := +ro.r,...1n y Sn := £50.81 -..Sy, entonces 


= (Ry +Sy)n>0 converge a at B; 
= (Ry -Sy)y>0 converge a a- PB; 
= si B £0, entonces (Ry /Sy)n>0 converge a a/B. 


Esto muestra que el cuerpo de los números racionales, Q, está naturalmente incluido en R, 
representando cada número racional por su desarrollo decimal admisible infinito. 


5.3. La estructura de orden de R 


La siguiente cuestión es determinar cómo se ordenan los números reales, es decir, dados dos 
desarrollos decimales infinitos admisibles, establecer si resultan comparables, y en tal caso, cuál 
de los dos es el mayor. Esta noción de orden se puede obtener siguiendo dos caminos alternativos: 
o bien se define una relación de orden que satisfaga todas las propiedades requeridas, o se define 
una noción de positividad, a partir de la cual se obtiene un orden. 

En el caso de los desarrollos decimales admisibles, resulta más simple introducir una noción de 
positividad que de orden, por lo que vamos a seguir la segunda alternativa. En tal sentido, luego 
de introducir una noción de positividad vamos a demostrar que el conjunto de los números reales 
positivos es cerrado para la suma y el producto, y vamos a ver que el conjunto de los números 
positivos induce una partición en el conjunto de los números reales: los positivos, sus inversos 
aditivos (es decir, los negativos) y 0. Estas propiedades serán suficientes para definir un orden total 
en R que resulte compatible con la estructura de cuerpo de R: diremos que un número real es 
mayor que otro si su diferencia es un número positivo. 


5.3.1. La noción de positividad 


Nuestra idea intuitiva es que un número real positivo es aquel cuyos desarrollos decimales de N 
dígitos son positivos. 
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5. El cuerpo ordenado de los números reales 


Definición 5.3.1. Sea Q un número real. Diremos que: 


= es positivo, y escribimos a > 0, si su desarrollo decimal admisible es de la forma 


ro-rir2... y existe no > 0 tal que rn £ 0. 


= es negativo, y escribimos a < 0, si su desarrollo decimal admisible es de la forma 


—ro.-rır2... y existe no > 0 tal que rn, 40. 


Como habitualmente, escribimos œ > 0 si se satisface alguna de las condiciones @ > 00 a =Q, 
y 4 < 0 si se satisface alguna de las condiciones 4 < 0 o a =0. 

Una consecuencia inmediata de nuestra definición de positividad y negatividad es que los nú- 
meros reales positivos inducen una partición en R, formada por el conjunto de los reales positivos, 
sus inversos aditivos y 0. 


Lema 5.3.2. Sea Q un número real arbitrario. Entonces, o bien & > 0, o œ = 0, o & < 0, siendo 


estas tres posibilidades mutuamente excluyentes. 


Propiedades de los reales positivos 


El conjunto de los números reales positivos satisface las siguientes propiedades. 
Lema 5.3.3. Sean a y P números reales positivos. Entonces 

1. a+B >09, 

2. a-B>0, 

3. 1/a>0. 


Demostración. Sean & := ro.rır2... y B :=580.8152..., y sean Ry :="0.F] -ry Y Sn := 80-51 ---SN 
para cada N > 0. Tenemos que a+ B y œ- B son los desarrollos decimales admisibles determinados 
por las sucesiones (Ry + Sy )n>0 y (Rv : Sw)w>0 respectivamente. De la positividad de a y B 
concluimos que existe No > 0 tal que Ry, > 0 y Sy, > 0. En consecuencia, teniendo en cuenta que 
las sucesiones (Ry + Swy)n>o0 y (Ry ` Sy) >0 son crecientes, deducimos que 


1 


Ry ‘Sn = Rvo’ SNy Z 102% 


1 
10 Y 
para cada N > No, y por lo tanto, tanto el desarrollo de No dígitos de Ry + Sy como el de 2No 
dígitos de Ry - Sy son estrictamente positivos para cada N > No. Concluimos que a+ B > 0 y 


Ry + Sw > Kn, + Sn, > 


a- B > 0, esto es, la validez de las propiedades 1 y 2. 

Por último, discutimos la demostración del ítem 3. Si œ := ro.rır2... > 0, tenemos que existe 
No > 0 tal que ry, > 0. En consecuencia, la sucesión de Cauchy (1/Rw)w>w, representa a 1/0. 
Siendo una sucesión de Cauchy, (Ry)w>0 está acotada superiormente, y por lo tanto existe M > 0 
tal que 0 < Ry < 10” para cada N > No. En consecuencia, 1/Ry > 1/10% para cada N > No, 
de donde concluimos que el desarrollo de M dígitos de 1/Ry es estrictamente positivo para cada 
N > No. Deducimos de esto que 1/0 > 0. 
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5.3.2. Elordende R 


Habiendo establecido todas las propiedades que necesitamos sobre los números reales positivos, 
podemos finalmente introducir una noción de orden sobre R. 


Definición 5.3.4 (Orden en R). Dados a, B E R, diremos que 
= Œ< P sia—B <0, es decir, si a—B es negativo o 0; 
= œ> pP sia—B >0, es decir, si a— B es positivo o 0. 
La relación de orden así definida satisface las siguientes propiedades. 


Teorema 5.3.5 (Propiedades del orden de los números reales). Si a, B y y son números reales 


arbitrarios, entonces valen las siguientes propiedades: 
1. sia<ByB <a, entonces a= B; 
2. siœ < B yB <y, entonces & < Y; 
3. sia < P, entonces a +y < B +y; 
4. sia<Byy>0, entonces a-y< B-7; 
5. exactamente una de las tres condiciones & < B, a = P o a > $ se satisface. 


Demostración. Dado que & > B si y solo si a—B >0, y œ < B si y solo si a—fB < 0, la 
afirmación del ítem 1 es equivalente a demostrar que si y > 0 y y < 0, entonces y = 0. Para esto, 
teniendo en cuenta que los reales positivos, los reales negativos y 0 inducen una partición de R 
(Lema 5.3.2), las condiciones y > 0 y y < 0 solo pueden satisfacerse simultáneamente si y = 0. 
Las demostraciones de los restantes ítems son consecuencias del hecho de que los reales po- 
sitivos son cerrados por sumas y productos (Lema 5.3.3) e inducen una partición de R (Lema 
5.3.2), y quedan por lo tanto como ejercicio, salvo el caso del ítem 4 en el cual y = 0. Este caso 
es consecuencia inmediata de la siguiente observación: si 7 es un número real arbitrario, entonces 
n -0 = 0. Para ver esto, observamos que n -0 = n- (0+0) =n -0+m-0, de donde se deduce, 
sumando a ambos miembros —n - 0, que n-0=0. 


Ejercicio 5.3.6. Demostrar los ítems 2, 3 y 4 del Teorema 5.3.5. 


Cabe destacar que la propiedad del ítem 5 es lo que habitualmente se denomina la Ley de 
tricotomía, y garantiza que el orden que hemos definido sobre el conjunto de los desarrollos deci- 
males admisibles es total, es decir, si œ, B y y son números reales arbitrarios, valen las siguientes 
propiedades: 


=sia<Byf<a, entonces a = p; 
= si & <B yp <y, entonces a < y; 


= exactamente una de las tres condiciones œ < PB, œ = P o æ > ß se satisface. 
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5. El cuerpo ordenado de los números reales 


A su vez, este orden resulta compatible con las operaciones aritméticas de los números reales 
(Definición 5.2.2), es decir, si œ, B y y son desarrollos decimales admisibles, valen las siguientes 
propiedades: 


= sia < ß, entonces ~ +y < B +Y, 
= si œ < By y> 0, entonces ay < By. 


Un cuerpo con un orden total que es compatible con las operaciones aritméticas es lo que se deno- 
mina un cuerpo ordenado. Así, el conjunto de los números reales, con las operaciones aritméticas 
de la Definición 5.2.2 y el orden de la Definición 5.3.4 resulta un cuerpo ordenado, denominado 
el cuerpo ordenado de los números reales 

Más aún, el orden que hemos definido es arquimediano, como demostramos en el siguiente 
lema. 


Lema 5.3.7. R es arquimediano, es decir, todo número real (estrictamente) positivo es mayor que 


1/n para algún n € N. 


Demostración. Sea @ := ro.rır2... > 0 un número real positivo arbitrario. Entonces, de acuerdo 
con la definición de positividad (Definición 5.3.1), tenemos que existe ng € N tal que rn, 4 0. Por 
lo tanto, Œ — rp, / 10" > 0, lo cual implica que Y > 1/(2- 10"). Esto demuestra la arquimedianidad 
de R. 


Una caracterización operativa del orden en R 


Dados dos números reales œ y B, hemos dicho que æ es mayor que f si la diferencia a — B es 
un número positivo. Ahora bien, a fin de determinar si œ > B tenemos que calcular la diferencia 
a — f, lo cual en principio nos obliga a considerar los infinitos dígitos decimales de a y p. Sin 
embargo, habitualmente solo consideramos los desarrollos decimales de œ y f hasta el punto en 
que ambos difieren. En tal sentido, tenemos el siguiente resultado. 


Lema 5.3.8. Sean +ro,rir2... y +$80,5152... dos desarrollos decimales admisibles distintos, y 


sea No > 0 el mínimo indice para el cual try, # ESN,. Entonces a > B si y solo si rn, > ESNp» 


Demostración. Si ay B tienen distinto signo, digamos, a > 0 y B <0, entonces & > B y el primer 
dígito decimal en que @ y $ difieren se encuentra en la primer posición No > 0 para la cual ry, O 
SN, hos son ambos iguales a cero. En particular, o bien ry, > 0 > —syy, O bien ry, > 0 > —Snp> Y 
en ambos casos constatamos la validez del enunciado. 

Podemos entonces suponer sin pérdida de generalidad que & y $ tienen el mismo signo, digamos 
positivo. Sea Ry := 10.11 -.. ry Y Sy := 50-51 . - -Sy para cada N > 0. Supongamos en primer lugar 
que ry > Smo- Si N > No, entonces 


TN) 7 SN, YN — SN 1 N 1 
R S = 0 0 Los | > | X =. 
N N 10N0 10N a 10No 2 Sn) 10” 
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5.A. Apéndice. Representación de punto flotante 


Dado que so.sıs2... es un desarrollo decimal admisible, existe Mo > No tal que sy, < 9. En 
particular, tenemos que ry, — Sm > —8, y por lo tanto, para cada M > Mo, 


1 M 9 1 1 M-m 9 1 1 
Rm Sm2 7 ( ) 


Oro 2, 107 + 10m = 100 (T L 109) + Tom = 10m 
Concluimos que el desarrollo de M dígitos de a — B es estrictamente positivo para cada M > Mo, 
y por lo tanto «— B > 0, como queríamos ver. 

Supongamos ahora que &œ > 8, o equivalentemente a — $ > 0. Tenemos entonces que la suce- 
sión de Cauchy (Ry — Sy)w>0 define un desarrollo decimal admisible positivo ug.ujuz.... Supon- 
gamos que um > 0 y sea N > No suficientemente grande de modo que el desarrollo decimal de 
Mo dígitos de Ry — Sy es uo. ... Uma- Entonces 


UM, TN SN), (N=SN _ TN SN) +1 
< Ry Sw = prse $ 
100 10M0 


10M0 — 10M0 
Esto prueba que ry, — Sm + 1 > 0, y por lo tanto, que ry, > sy). Dado que ry, # Smo, concluimos 


que FN > SNo- 


En otras palabras, obtenemos la siguiente caracterización “operativa” del orden de R: a fin de 
comparar dos desarrollos decimales admisibles distintos, basta examinar el primer dígito en el cual 
ambos difieren. 


5.A. Apéndice. Representación de punto flotante 


Si bien nuestro enfoque de los números reales ha sido motivado a partir de tres problemas de ca- 
rácter eminentemente práctico, la resolución de ecuaciones f(x) = 0, la minimización mínyea f(x) 
y el problema de equilibrio f(x) = x, es importante tener en cuenta que, en la práctica, es impo- 
sible representar números reales por medio de desarrollos decimales admisibles infinitos, 
dado que las computadoras solo pueden almacenar cantidades finitas de dígitos. El propósito de 
este apéndice es discutir brevemente cómo se representan los números reales en las computado- 
ras y cómo éstas operan con ellos (para un tratamiento en profundidad del tema puede verse, por 
ejemplo, [Gol91] o [Hig96]). 


5.A.1. Números de punto flotante y redondeo 


Sea & := +rp.r¡r2... un número real arbitrario. Como hemos dicho, la cantidad de dígitos 
disponible para representar en número real œ en una computadora está acotada, por lo que es 
necesario tomar en cuenta la cantidad de dígitos necesarios para representar la parte entera ro de 
a. En tal sentido, observamos que el número entero ro tiene una única representación decimal 
de la forma ro = qm 10” +---+2q910% donde, o bien m = 0 y qo = 0, o bien q; € {0,...,9} para 
¿=0,...,M y qm #0. Así, la representación decimal del número real @ es de la forma 


O =+r0.r112:** = +qm10” pass qı10! | qo10° | r 107! | r210? Ees 
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5. El cuerpo ordenado de los números reales 


Si escribimos g_j; := r; para cada i > 1, obtenemos la siguiente expresión “compacta” para el 
desarrollo decimal de a: 


a =+qm10" +--- +110! +q010+g9-110*+9-210?+--- 


Una representación normalizada de punto flotante del número real œ es una representación del 
tipo 
a=+10°-B, conB =0.did;..., di € {0,...,9} y dı £0. 


Por ejemplo, las representaciones normalizadas de punto flotante de los números reales — v2 y 
1/v 1000 = 0,0316227766... son 


-v2 = —10!-0,1414213562.... y 1/vT000 = 107! - 0,316227766.... 


Cada número real no nulo posee una única representación normalizada de punto flotante (el caso 
a = 0 se trata de forma especial). En dicha representación, e se denomina el exponente y B se 
denomina la mantisa. 

En una computadora la cantidad de dígitos disponibles para el exponente y la mantisa están 
acotados. Si se disponen de £ dígitos para la mantisa, entonces los únicos números que pueden 
representarse en forma exacta son los de la forma 


a =+10°-0.d)d2...d;, CON Emin < € < Cmax, (5.1) 


donde emin Y @max Son el menor y el mayor exponente admitidos en función de la cantidad de 
dígitos disponibles para el exponente. Fijada la cantidad t de dígitos disponibles y el rango de 
exponentes admitidos, cada número real que admite una representación decimal como en (5.1) se 
denomina un número de punto flotante, en tanto que el conjunto F := F (t, €min, €max) de todos 
los números de punto flotante se denomina un sistema de números de punto flotante!. 

Fijemos la cantidad de dígitos t, Y emin, £max, esto es, el rango de exponentes que admitimos. 
Denotemos por G C R al conjunto de todos los números reales que se representan con £ dígitos sin 
restricciones sobre el exponente admitido, esto es, 


G:={a@ER:a@=+10°- (0.didz...d;) cone € Z y dı #0}U {0}. 


Tenemos entonces una función de redondeo f! : R — G, definida de la siguiente forma’: 


d; si dj41 <4 
dı Sidiy1 > 5. 


f1( 410°: (O.ddy...)) := +10° - (0.d1d>...d,), donde d, := l 


Por ejemplo, si t = 5, fI(—v2) = —10! -0,14142 y fI(1/v1000) = 107! - 0,31623. 

Los números reales @ para los cuales el redondeo fl(œ) pertenece a F, que vamos a denominar 
los números en el rango de F, son los únicos que admiten una aproximación razonable de punto 
flotante, a saber, fl(œ). Para tales reales tenemos el siguiente resultado (ver, por ejemplo, [Hig96, 


I Generalmente se utilizan representaciones en base 2 en lugar de representaciones en base 10. 
2En realidad hay mejores estrategias de redondeo, aunque elijamos ésta por simplicidad. 
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5.A. Apéndice. Representación de punto flotante 


Theorem 2.2]). 


Lema 5.A.1. Sea a € R\ {0} tal que fl(a) € F. Entonces i 


1 
<u:=-=101*, 
JE 


ae) 


El número u := 3101: se denomina la unidad de redondeo y representa una medida básica 
del error relativo en cálculos que involucran números de punto flotante. 


5.A.2. Aritmética de punto flotante 


Los sistemas de aritmética en punto flotante en uso en las computadoras trabajan de forma 
tal que el resultado de todas las operaciones aritméticas se realizan como si éstas se calcularan 
en precisión infinita y luego se redondearan al correspondiente número de punto flotante. Más 
precisamente, si a, $ € F son dos números de punto flotante, el modelo estándar de aritmética 
de punto flotante supone que el error relativo en la aritmética de punto flotante es del orden 
de la unidad de redondeo, es decir, 


fila x B) = (œx B)(1+8), con |8] <u, 


donde x es alguna de las operaciones aritméticas {+,—,-,+}. De todas maneras, cabe destacar 
que la aritmética de punto flotante posee propiedades diferentes que las operaciones aritméticas 
exactas. Por ejemplo, la suma y el producto en la aritmética de punto flotante son conmutativas 
pero no asociativas, y tampoco satisfacen la ley distributiva. Asimismo, el fenómeno de cancela- 
ción en la resta de dos números de punto flotante “cercanos” puede magnificar significativamente 
errores presentes en los mismos. 
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6. Resolviendo los problemas modelo: 
nociones de completitud 


En el capítulo anterior hemos extendido nuestra noción de “número”, admitiendo como tales a 
los números reales, esto es, los desarrollos decimales infinitos admisibles. De esta manera, hemos 
extendido el dominio sobre el cual nos planteamos las cuestiones de existencia, unicidad y loca- 
lización de las soluciones de nuestros problemas modelo. El propósito de este capítulo es discutir 
en qué sentido R constituye un “mejor” dominio que Q sobre el cual considerar tales problemas. 

Dado que R, del mismo modo que Q, posee una estructura de cuerpo ordenado, los conceptos de 
distancia entre dos números racionales, y de sucesión de Cauchy y convergente de Q se generalizan 
mutatis mutandis a R. Más precisamente, definimos el valor absoluto || de un número real œ de 


a siga>0, 
la|:= 


la siguiente manera: 


-a siQa<O0. 


A su vez, definimos la distancia d (œ, 8) entre dos números reales œ, $ como el valor absoluto de 
su diferencia, es decir, d(a,B) :=|a— Bl. 


Ejercicio 6.0.2. Demostrar las siguientes propiedades del valor absoluto: 
1. [a] > 0 para cada & ER y Ja] =0 si y solo sia =0. 
2. |a+B| < |a|+ |B| para cada ar, B ER. 
3. |a-B| =|0|-|B| para cada a, B E R. 

Ejercicio 6.0.3. Demostrar las siguientes propiedades de la distancia: 
1. d(a,B) > 0yd(a,B) =0 si y solo si a = B para cada a,B ER. 
2. d(a, PB) =d(B,a) para cada a, P ER. 
3. d(a,B) <d(a, y) +d(y, B) para cada a,B,y ER. 


Finalmente, definimos los conceptos de sucesión de Cauchy de R y sucesión convergente de IR 
de forma análoga a como los hemos definido en Q. Una sucesión (an)nen de R se dice de Cauchy 
si para cada € > 0 existe ny € N tal que |an — am| < € para cada n,m > ny. Asimismo, diremos que 
una sucesión (4, )ney de R converge a Y € R si para cada € > 0 existe no E N tal que |an — a| < € 
para cada n > ng. Cabe destacar que todos los resultados “generales” sobre sucesiones de Q re- 
sultan también válidos para sucesiones de R, con demostraciones completamente análogas a las 
que hemos dado. Entre otros, cabe destacar que la unicidad del límite (Lema 3.1.25), las propie- 
dades aritméticas de los límites (Teorema 3.1.27), el hecho de que las sucesiones convergentes 
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6. Resolviendo los problemas modelo: nociones de completitud 


son acotadas (Lema 3.1.28), la propiedad sandwich (Lema 3.1.35), el principio de conservación 
del número (Lema 3.1.40) y el hecho de que sucesiones en las cuales la diferencia entre términos 
sucesivos decrece de manera exponencial son de Cauchy (Lema 3.3.8), resultan válidos también 
para sucesiones de R, por lo que, en lo que sigue, vamos a usar estos resultados. 


6.1. Completitud con sucesiones de Cauchy 


El resultado clave que nos condujo a la introducción de los números reales fue la propiedad 
de estabilización de dígitos (Proposición 4.3.2) o de “convergencia” de las sucesiones de Cauchy 
(Teorema 4.3.6): una sucesión de Cauchy de Q define un único desarrollo decimal infinito admisi- 
ble. Con el lenguaje que hemos introducido en el capítulo previo podemos describir esta propiedad 
de forma mucho más simple: una sucesión de Cauchy de Q converge en R. 


Lema 6.1.1. Sea (a,)nen una sucesión de Cauchy de Q y sea & = Erp.rjr2... € R el desarrollo 


decimal infinito admisible que ésta define. Entonces (an)nen converge a a. 


Demostración. Supongamos en primer lugar que or es un número racional de la forma R/10N, con 
R € Z. Entonces, por definición, la sucesión (an)nen converge a a en Q, por lo que también lo 
hace en R. 

En consecuencia, sin pérdida de generalidad podemos suponer que œ no es un racional de la 


forma R/10%, con R € Z. Sea € > 0. Dado que œ = +rp.r¡r>... es el desarrollo decimal determi- 
nado por (@n)nen, para cada N € N existe M(N) € N tal que el desarrollo decimal de N dígitos de 


an es Ry := Er0.r1r2...ry para cada n > M(N). Por lo tanto, sin > M(N), tenemos 


1 
la, — a| = |an — Ry +Ry— | < lan Ry| | [Ry a| < TON | = 


Así, si elegimos N € N tal que 2/10N < e, tendremos que |an — a| < € para todo n > M(N). Esto 
demuestra que (an)nen converge a @ en R. 


De acuerdo con el resultado precedente, la consideración de los números reales conduce a una 
noción extendida de convergencia según la cual las sucesiones de Cauchy de Q convergen. Que las 
sucesiones de Cauchy converjan es una propiedad fundamental a la hora de construir un “buen” 
dominio para resolver ecuaciones (o problemas de minimización, o problemas de equilibrio), dado 
que procesos tales que como el método de bisección o el de Newton, que constituyen dos “prototi- 
pos” fundamentales de métodos de aproximación, producen sucesiones de Cauchy. En tal sentido, 
si R es un “buen” dominio para resolver ecuaciones, todas las sucesiones de Cauchy de R deberían 
converger en R. Postulamos que esto es así, que R está “completo” en el sentido de que las suce- 
siones de Cauchy de R convergen en R. Sin embargo, no vamos a analizar ahora esta afirmación; 
por el momento, la vamos a admitir como “hipótesis”. Más adelante, luego de haber considerado 
funciones continuas a valores reales y nuestros problemas modelo con tales funciones, vamos a 


retomar su discusión. 


Hipótesis 1 (Completitud con sucesiones de Cauchy). Toda sucesión de Cauchy de R converge 
en R. 
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6.2. Completitud con encaje de intervalos 


En lo que sigue, vamos a reexaminar los métodos de bisección y de Newton a fin de determinar 
qué propiedades adicionales debería poseer R a fin de resultar un “buen” dominio para resolver 
ecuaciones o problemas de minimización o de equilibrio. 


6.2. Completitud con encaje de intervalos 


Si bien, como hemos demostrado, la sucesión (c,)»>0 de puntos medios del método de bisec- 
ción de la Sección 2.1 resulta una sucesión de Cauchy, el método de bisección se describe natu- 
ralmente como un proceso de “refinamiento” progresivo de intervalos. La sucesión de intervalos 
(In)n>0 := (lan, bn] )n>0 que produce el método de bisección tiene dos características fundamenta- 
les, que permiten establecer la correctitud del mismo: 


1. cada intervalo /,, es cerrado y acotado, y los intervalos están “encajados”, es decir, Jọ D fi > 


2. br— an =2™”. 


De la segunda condición concluimos que la longitud de los intervalos 7, tiende a 0. Esto a su 
vez implica que las sucesiones (an)n>0 y (bn)n>0 son de Cauchy y convergen al mismo número 
real. Éste es el contenido de los siguientes resultados. 


Lema 6.2.1. La sucesión (a,)n>0 es de Cauchy. 


Demostración. Observamos que an+g € [a,b] para todo k > 0, dado que el hecho de que los 
intervalos J,, estén encajados asegura que /,, D [,,+;. Asi vemos que 0 < ank — an < by — an =2 ” 
para cada n € N. Dado € > 0, sea ny € N tal que 1/ny < e. Entonces, para n > no, tenemos que 
27" <27" < 1/no < €, y por lo tanto O < an+k — an < 2" < 1/np < e. En conclusión, para cada 


n > ny resulta |an+k — an| < €, lo que demuestra que la sucesión (an)n>0 es de Cauchy. 


Ejercicio 6.2.2. Demostrar que la sucesión (b,)n>0 es de Cauchy. 
Lema 6.2.3. Las sucesiones (an)n>0 y (bn)n>0 convergen al mismo número real a. 


Demostración. El Lema 6.2.1 y el Ejercicio 6.2.2 aseguran que (an)n>0 y (bn)n>0 son sucesiones 
de Cauchy de Q, y por ende, convergen en R (Lema 6.1.1). Dado que |b, — an| < 27" para cada 
n > 0, la propiedad sandwich (Lema 3.1.35) implica que (bn — an)n>0 converge a 0. Así, las pro- 
piedades aritméticas de los límites aseguran que (an)n>0 y (bn)n>0 convergen al mismo número 


real. 


Sea f : R — R la función f(x) := x? — 2. Dado que f es continua tenemos que lim, 0 f (an) = 
lim, 300 f (Dn) = f(a). Asimismo, por construcción, resulta f(a,) < 0 y £(b,) > O para cada n > 0. 
El principio de conservación del número (Lema 3.1.40) asegura entonces que f(a@) <Oy f(a) >0 
simultáneamente, de lo que deducimos que 


f(a) =0. 
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En particular, dado que las sucesiones (an)nen y (bn)nen convergen al mismo número real a, 
vemos que la sucesión de intervalos (J,,),>0 “converge” (dicho esto en un sentido informal) a este 
número real. 

Una forma de captar este número real es por medio de la intersección infinita (”,>p/, de la 
sucesión de intervalos (J,)n>0, que describe precisamente el conjunto de números reales œ que 
satisfacen las condiciones a, < œ < bn para cada n > 0. Si R es un “buen” dominio para resolver 
ecuaciones, dicha intersección debe consistir de un único punto @, que resuelve la ecuación x7 =2. 
Nuevamente vamos a postular la validez de esta afirmación, que dejamos registrada en la forma de 
una nueva hipótesis de completitud. 


Hipótesis 2 (Completitud con encaje de intervalos). La intersección de cada sucesión de inter- 
valos cerrados, acotados y “encajados” lọ D h D hD--- de R cuya longitud tiende a O es un 


número real 02, es decir, Pl; >9 ln = (0). 


Ejercicio 6.2.4. En general, no es necesariamente cierto que una sucesión de intervalos encajados 
arbitrarios tenga intersección no vacía. En los siguientes ítems ilustramos esta afirmación con 


dos situaciones particulares. 


1. Exhibir una sucesión de intervalos abiertos y encajados (In )nex cuya longitud tiende a cero 


con nen ln =0. 
2. Exhibir una sucesión de intervalos cerrados y encajados (In )nen con nen ln = 0. 


Ejercicio 6.2.5 (Encaje de intervalos y sucesiones de Cauchy). Sea ([an,bn])nen una sucesión 
de intervalos encajados tal que la sucesión (by — An)nen converge a 0. Demostrar que (an)neN y 


(bn)nen son sucesiones de Cauchy. 


6.2.1. Encaje de intervalos y desarrollos decimales infinitos. 


El método de bisección no es la única situación “familiar” que se describe naturalmente por 
medio de un encaje de intervalos. Un ejemplo de suma importancia en este sentido es el de los 
desarrollos decimales infinitos. En efecto, sea œ € Q>0 y sea ro.rır2... su desarrollo infinito 
admisible. De acuerdo con el resultado sobre la existencia y unicidad de los desarrollos decimales 
en Q (Corolario 4.2.3), empleando la notación Ry := ro.rı ...ry para cada N > 0, tenemos que 
Ry<a<Ry+1/ 10N para cada N > 0, o equivalentemente, 


1 
In := |Ry,R aa da 
a E In Ro s+) 


Afirmamos que los intervalos Jy están encajados, es decir, que ly D I) D h > ---. En efecto, 
observamos que 


ri TN ri rN TN+1 
Ry = T | < T | “4 | =R , 
NS eG 107 © T To 10N ove T NHI 
1 rı rN 10 1 
Ry a LO | ERES 
NHI T FQNH ©” F To 10N * 10n N T ToN 
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6.3. Completitud con sucesiones monotonas y acotadas 


de donde concluimos que ly > Iv; para cada N > 0. En particular, tenemos que a € Iy := 
[Ry, Rn + Iwl para cada N > 0, estando la sucesión (Ty)y>0 constituida por intervalos cerrados, 
acotados y encajados cuya longitud 1/10” converge a 0. 

Más generalmente, si ro.rır2... es un número real arbitrario, y definimos para cada N > 0 el 
intervalo Ty en la forma Ty := [Rv, Ry + al: siendo Ry := 70.11 ... ry, vemos que la correspon- 
diente sucesión (Iy )y>0 satisface las condiciones de la Hipótesis 2 de completitud. En tal sentido, 
la Hipótesis 2 de completitud afirma que el conjunto [Ay >0 1 consiste de un solo punto, precisa- 


mente ro.F1r2.... 


Ejercicio 6.2.6 (El método de decasección). Hemos dicho que aplicamos el método de bisección 
ax? =2 a fin de obtener el desarrollo decimal infinito de la solución de dicha ecuación. Desde 
este punto de vista, podemos pensar en métodos alternativos orientados específicamente a obtener 
dichos dígitos, en lugar de obtener aproximaciones de la solución de x? =2 a partir de las cuales 
se obtengan los dígitos. Una posibilidad es el denominado método de decasección. 

La idea del método es similar a la del método de bisección: se trata de un proceso de “refina- 
miento” progresivo del intervalo de búsqueda. La diferencia esencial entre ambos métodos es que 
en el N-ésimo paso del método de decasección, el intervalo elegido posee una característica par- 
ticularmente útil para la búsqueda de dígitos decimales: todos los racionales en dicho intervalo 
poseen el mismo desarrollo de N dígitos. 

Más precisamente, sea f : R — R, f(x) := x? —2, y supongamos que partimos del intervalo 
inicial lọ := [ag; bo] := [1;2], para el cual tenemos f(ao) < 0 < f(bo). El siguiente intervalo, h, 
se determina del siguiente modo: se subdivide el intervalo lọ en diez intervalos consecutivos de 
longitud 1/10, y se elige como I, := [a1,b1] cualquiera de los 10 intervalos (digamos, por caso, 
el que esté “más a la izquierda”) en el cual se satisfaga la condición f(a,) <0 < f(b1), excepto 
que exista algún extremo c de alguno de los 10 intervalos en el cual valga f(c) = 0. Prosiguiendo 


de esta manera, se obtiene una sucesión de intervalos (In)n>0. 


1. Demostrar que los intervalos I, son cerrados y acotados, están encajados y su longitud 


tiende a 0. 


2. Suponiendo válida la Hipótesis 2 de completitud, resulta On>oln = {a}. Demostrar que 
2 
ar =2, 


3. Demostrar que el desarrollo de N dígitos de ay es el de & para cada n > N. 


6.3. Completitud con sucesiones monótonas y acotadas 


Retomamos ahora lo que hemos hecho en la Sección 2.2. Recordamos que por medio de la apli- 
cación del método de Newton hemos obtenido la siguiente sucesión (an )n>0, cuyo comportamiento 
queremos analizar: 


ao:=1,5, any: = + (n>1). (6.1) 


Una primera observación es que (an)n>0 es una sucesión decreciente, es decir, los términos an 
satisfacen la desigualdad a, +1 > an para cada n > 0. Esto es una información importante sobre 
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el comportamiento de (a,)»>0. De hecho, como vamos a ver más adelante, para una sucesión 
decreciente existen dos posibilidades: o bien es acotada inferiormente, es decir, existe M € R 
tal que M < a, para cada n > 0, en cuyo caso vamos a demostrar que es de Cauchy, o bien no lo 
es, y por lo tanto, no tiene límite (más precisamente, tiene límite infinito). Conclusiones similares 
se obtienen para una sucesión creciente, es decir, una sucesión (an)ney tal que an < an41 para 
cada n € N: si (dn) ncn resulta acotada superiormente, es decir, si existe M € R tal que a, < M 
para cada n € N, entonces la sucesión es de Cauchy, mientras que en caso contrario la sucesión 
tiene límite infinito. En consecuencia, vamos a hablar generalmente de sucesiones monótonas, 
refiriéndonos indistintamente a sucesiones crecientes o decrecientes, y acotadas, refiriéndonos a 


sucesiones acotadas inferiormente y superiormente. 


Ejemplo 6.3.1. La sucesión (an )nen definida por a, := n/ (n+ 1) es creciente. En efecto, 


n+1 n (nt+1)?=n(n+2) | 1 


n+2 n+1 (n+2)(n+1) > GEE S 


An41 — An = 


para cada n € N. Asimismo, se trata de una sucesión acotada, dado que 0 < a, < 1 para cada 


n EN. Es fácil ver que líM,-+0 dy = 1. 


Ejemplo 6.3.2. La sucesión (Cn)n>0 de puntos medios del método de bisección aplicado a la 
ecuación x? =2 de la Sección 2.1 no es monótona, ya que, por ejemplo, cy := 1,5 > c1 := 1,25 y 
cy := 1,25 < c := 1,375 (ver la Tabla 4.1). 


Ejercicio 6.3.3. Para cada una de las sucesiones (an)nen de Q cuyo término general se da a 
continuación, decidir si es o no monótona. En el caso de que alguna lo fuera, decidir si es creciente 
o decreciente. 

n sin es impar 


; an = —n? +2n+1, an := . 
2n n—1  sines par 


Ejercicio 6.3.4. Sabiendo que (an)nen es una sucesión de Q de términos estrictamente positivos 
que satisface la relación ay +1 = Tes -an para cada n € N, determinar si (an)nen es monótona. 
Si la respuesta es afirmativa, decidir si es creciente o decreciente. 

Veamos que la sucesión (a,)»>0 de (6.1) es decreciente y acotada inferiormente, de modo que, 
de acuerdo a lo que dicho anteriormente, resultará una sucesión de Cauchy. Cabe destacar que ya 
habíamos mostrado que (a, )»>0 es una sucesión de Cauchy por medio de un análisis específico en 
el Ejercicio 3.3.10. 


Lema 6.3.5. La sucesión (an)n>0 de (6.1) es decreciente y acotada inferiormente. 


Demostración. Analizamos en primer lugar la diferencia a, +1 — an. Tenemos que 


An 1 l a 2-a 
| Un = pa) 


2 dn An 2 2an 


An+41 — An = 


Si combinamos esta observación con las desigualdades a, > 0 y a? > 2, válidas para cada n > 0 
(Lema 2.2.3), concluimos que an+1 < an. Esto demuestra que (an)n>0 es decreciente. Por otro 
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lado, la desigualdad a, > 0, válida para cada n > 0, muestra que la sucesión (an)n>0 está acotada 


inferiormente. Esto completa la demostración. 


En el Ejercicio 3.3.10 mostramos que la sucesión (an)n>0 de (6.1) es de Cauchy. Por lo tanto, 
dado que las sucesiones de Cauchy de Q convergen en R (Lema 6.1.1), tenemos que (a,)»>0 
converge en R, de lo cual, como vemos a continuación, deducimos que el límite de dicha sucesión 
resuelve la ecuación x? = 2. 


Lema 6.3.6. Si œ := lím,-30 ay, entonces f(a) =0. 


Demostración. Observamos que a, > 1 para cada n > 0, dado que a, > 0 y a > 2 para cada 
n > 0 (Lema 2.2.3). En consecuencia, dado que (a,)»>0 converge a œ € R (que deberá ser un 
real estrictamente positivo de acuerdo al “principio de conservación del número” (Lema 3.1.40)), 
concluimos que las sucesiones (a, /2)»>0 y (1/4n)n>0 convergen a 4/2 y 1/0 respectivamente. 
Por lo tanto, la sucesión (an+1)n>0 = (an/2 + 1/an)n>0 converge a 4/2+1/0. 

Por otro lado, la sucesión (a,+1)n>0 converge a a, ya que el cambio de índice no modifica su 
comportamiento asintótico. Por lo tanto, debe ser œ = 4/24 1/0, es decir, 4/2 = 1/0, o lo que 


es lo mismo, 01? = 2, como queriamos demostrar. 


Como mencionamos anteriormente, sabemos que la sucesión (an)n>0 es de Cauchy (Ejercicio 
3.3.10). Esto no es una consecuencia de una característica particular de la sucesión (an )n>0 que nos 
ocupa (si bien la solución del Ejercicio 3.3.10 utiliza efectivamente las características particulares 
de la misma), sino un resultado de carácter general que discutimos a continuación. 


6.3.1. Las sucesiones monótonas y acotadas son de Cauchy 


El objetivo de esta sección es demostrar que cada sucesión monótona y acotada de R es de 
Cauchy. Para esto, notamos que demostrar que una sucesión dada es de Cauchy consiste en obtener 
intervalos cuya longitud tienda a 0 en donde se encuentren todos los términos de la sucesión de 
un término en adelante. Para mostrar que una sucesión monótona y acotada es de Cauchy vamos 
a aplicar nuevamente una técnica de “refinamiento progresivo” de intervalos en el espíritu del 
método de bisección. 


Teorema 6.3.7. Toda sucesión (an)nen de R monótona y acotada es de Cauchy. 


Demostración. Analizamos solamente el caso de las sucesiones crecientes y acotadas superior- 
mente, dado que la afirmación para el caso restante se demuestra de forma similar. Sea (an )nen 
una sucesión creciente y acotada superiormente y sea Bo > 0 una cota superior para (an) nen. Dado 
que la sucesión es creciente, tenemos que Ag := ag < a, para cada n € N. Asimismo, tenemos que 
An < Bo, y por lo tanto Ay < an < Bo, para cada n € N. A fin de demostrar que (a, )nen es una suce- 
sión de Cauchy, vamos a construir dos sucesiones (An)ncn y (Bn)nen que refinan progresivamente 
a Ao y Bo, en el sentido de que la “cola” de la sucesión (an)nen está contenida en [Az, Bg] para 
cada k € N (esto es, existe ng E N tal que a, € [4z, By] para cada n > nx) y (Bg — Ax)xren converge 
a0. Así, la sucesión (an)nen resultará de Cauchy dado que las colas están contenidas en intervalos 
[Ax, Bz] de longitud cada vez más chica. 
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Para esto, con una estrategia similar a la del método de bisección, consideramos el punto medio 
Co := (Ao + Bo) /2 del intervalo [Ap, Bo], y analizamos cómo refinar [Ao, Bo], tratando de preservar 
la propiedad de que contenga una cola de la sucesión (an)nen. El siguiente intervalo [41,B1] se 
define como [4p,Cp] si Co es una cota superior para (an)nen y [Co, Bo] en caso contrario. De esta 
manera, tenemos que A; no es una cota superior para (an)nen y B1 sí lo es. Dado que A; no es una 
cota superior del conjunto de los términos ay, existe nı € N tal que Aj < an, y en consecuencia, 
A, <a, < B; para todo n > nı. 

Prosiguiendo de esta manera, obtenemos una sucesión de intervalos encajados 


(Ao, Bo] 9 (Ai, Bı] De 


cuyo longitud tiende a cero, en donde el extremo izquierdo A; no es cota superior de (dn )nen, el 
extremo derecho Bx sí lo es, y por lo tanto, para cada k € N existe ng € N tal que Az < an < By 
para n > ng. 

Demostramos ahora que (a,)ney es de Cauchy. Sea £ > 0 y k € N tal que B — Az < €. Entonces 


existe ng E N tal que Az < an < By para n > ng. En consecuencia, |an — am| < By — Az para cada 


n,m > Nk. 


6.3.2. Una tercera hipótesis de completitud 


Tenemos entonces que cada sucesión monótona y acotada es de Cauchy. En consecuencia, si, 
de acuerdo a la Hipótesis 1 de completitud, las sucesiones de Cauchy de R convergen en R, lo 
mismo podría decirse de las sucesiones monótonas y acotadas. Vamos a dejar registrada también 
esta nueva condición de completitud. 


Hipótesis 3 (Completitud con sucesiones monótonas y acotadas). Toda sucesión monótona y aco- 


tada de R converge en R. 
Ejercicio 6.3.8. Sea ([a,, b,])nen una sucesión de intervalos encajados de R. 


1. Suponiendo válida la Hipótesis 3 de completitud, demostrar que las sucesiones (an)neN y 
(bn)ncn convergen a valores a y P respectivamente, tales que a < B. 


2. Demostrar que Mnen|an, bn] = (at, B]. 


Ejercicio 6.3.9. ¿Es la sucesión (an)nen del Ejercicio 6.3.4 convergente? 


6.3.3. El número e 


Frecuentemente en matemática se ha apelado a sucesiones monótonas y acotadas para construir 
números irracionales. Un ejemplo clásico es el del número e, que discutimos a continuación. 
Consideremos la sucesión (s,)nen de término general s, := 1+ i ++ D De su definición 
concluimos inmediatamente que (Sn )nen es creciente. Asimismo, esta sucesión está acotada supe- 
riormente por 3: dado que (n +1)! > 2” para todo n > 0, resulta 
1 1 1 1 1 1 


1 
a a A = 
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Tabla 6.1.: La sucesión (Sn)n>0, Sn := 14+1/1!+---+1/n!. 

n Sn n Sn 

1 | 2.000000000 | 7 | 2.718253969 
2 | 2.500000000 | 8 | 2.718278771 
3 | 2.666666667 | 9 | 2.718281527 
4 | 2.708333334 | 10 | 2.718281803 
5 | 2.716666667 | 11 | 2.718281828 
6 | 2.718055556 | 12 | 2.718281828 


Por lo tanto, teniendo en cuenta que cada sucesión monótona y acotada es de Cauchy (Teorema 
6.3.7), deducimos que la sucesión (s»)ney es de Cauchy, y por ende, converge a un número real 
(Lema 6.1.1), que denominamos e. 

Es interesante notar que los términos s, definidos previamente permiten estimar e con gran 
precisión. En efecto, si n > m, tenemos que 


1 | 1 | | 1 
Sn = SmE mF E Tn 
E 1 (i 1 1 a 1 ) 
” (m+1)! m+2 ` (m+2)(m+3) ` ' (m+2)---(n=1)n 
ee 1 (: 1 ea 1 ) 
="! (m+1)! m+1 (m+1)2 ° ` (m41) "=! 
< Sm : Smo : E , 
m+1)! 1- 5 mm! 


es decir, tenemos la estimación 


1 1 
Sm < Sm+1 < Sn < Sm + — : 
mm! 


Dado que estas desigualdades son válidas para cada n > m, del principio de conservación del 
número (Lema 3.1.40) deducimos que 


1 1 
Sm < € L Sm + — 
m 


mi 


(6.2) 


En la Tabla 6.1 listamos los primeros 11 términos de la sucesión (Sn)n>0 redondeados a 9 dígitos 
decimales. Cabe destacar que el desarrollo decimal de sı; coincide con el del número e en sus 
primeros 9 dígitos decimales. 


El número e es irracional. 


Una consecuencia interesante de (6.2) es que permite demostrar que e es irracional. En efecto, si 
e fuera un número racional, correspondería a una fracción p/q, donde p y q son números naturales. 
Más aún, debe ser necesariamente q > 2, dado que e no es un número natural ya que tenemos que 
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2<e< 3. Aplicando (6.2) con m = q, obtenemos 


EP ees) 
Sg < = <Sg+-— 
Pgs) qq! 


y 


de lo cual, multiplicando por q!, concluimos que 


1 
q!sı <plq=1)! Sa'sqt 7 <q!sg+1. 


Dado que q!sy = q!+q!+q!/2!+---+q!/q! es un número natural, vemos que el número natural 
p(q— 1)! está situado entre dos naturales consecutivos, lo cual no es posible. En consecuencia, 
no existe ninguna fracción que represente al número e, o, en otras palabras, e es un número real 
irracional. 


El número e a partir de la sucesión ((1 + 1/n)”)nen- 


Otra forma en que habitualmente se define el número e es a partir de la sucesión ((1+1/1)) nen. 
Aplicando la fórmula del binomio de Newton (Lema 0.2.4), tenemos 


da 1 n(n—1)1 | n(n—1)---1 1 
eave Te 2  np' n! n” 
1 1 1 1 2 n—1 
=1414 (1 ) H+ (1 JO )(1- ) (6.3) 
2! n n! n n n 


De la última igualdad concluimos inmediatamente que (1+ 1/n)" < s, < 3 para cada n € N. Asi- 
mismo, vemos que ((1+1/n)"),e es una sucesión creciente, dado que el (n+ 1)-ésimo término 
(1+1/(n+1))"*! se obtiene a partir de (1 + 1/n)” reemplazando cada factor de la forma 1 — k/n 
en (6.3) por 1 —k/(n+ 1), que es mayor, y agregando un sumando positivo. Más precisamente, de 
acuerdo con (6.3), tenemos que 


1 n+l 1 1 1 1 2 a 
14 =1+14 1 fees 1 1 sf] 
n+1 2! n+1 (n+1)! n+1 n+1 n+1 
Stan A A A ia = O 
2! n+1 n! n+1 n+1 n+1 
>1+1 : 1 l ae l 1 l 1 2\ 1-71 = 14t , 
2! n n! n n n n 


Dado que ((1 +1/n)) nen es creciente y acotada superiormente, resulta una sucesión de Cauchy 


de Q (Teorema 6.3.7), y por ende, converge en R (Lema 6.1.1). 
Lema 6.3.10. Las sucesiones (Sn)nen y ((1+1/n)")nen convergen al mismo número real. 


Demostración. De (6.3) hemos concluido que (1 + 1/n)” < sn para cada n € N. Por otro lado, 
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afirmamos que 


Sn — (1 + ") < 2 (6.4) 
n 2n 


para cada n € N. La comprobación de (6.4) en los casos n = 1,2 se obtiene directamente compa- 
rando los valores de s, y (1 + 1/n)”, que listamos en las Tablas 6.1 y 6.2 respectivamente. Para los 
restantes valores de n, razonamos de la siguiente manera. 


De acuerdo con (6.3), tenemos que 
st ea E e EE) 
-= El (Geje = (6.5) 


k=2 


Afirmamos que, si 2 < k < n, entonces 


1 (1 Saf e a (6.6) 


n n = 2n 


En efecto, argumentando de forma inductiva, si k = 2, entonces tenemos que 


1 (1 1) = 1 ee) 


n n 2n 


lo que prueba (6.6) en tal caso. Suponiendo ahora que se satisface (6.6) para cierto valor de k con 
2<k<n-—1, analizamos si (6.6) es cierta para k + 1. Para esto, vemos que 


(0-0-5) = HE 0-D-0-54 
dp) 


( o 


n 


IA 


2n n 
donde la última desigualdad es consecuencia de la validez de (6.6) para k. Dado que 


(1 ae | k _ K(k=1) | a i ae 


n 2n nT% 2n n nx 2 | 2n ? 


vemos que se satisface (6.6) para k + 1, lo que prueba su validez en general. 


Combinando (6.5) y (6.6) deducimos que 


1 OL RA). 1% 1 TIT SS 
(Ite Si on = nd =D)! In De n 


Esto muestra que (6.4) es valida para cada n € N. En consecuencia, tenemos que 
ly 3 

0<m—(I+-) <= 

n 2n 

Sn 


para cada n € N, de donde deducimos inmediatamente que (s, —(1+1/n)”) _., converge a 0. Las 


neN 
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Tabla 6.2.: La sucesión ((1+1/n)")nen. 

n| (1+1/n)" n| (14+1/n)" 

1 | 2.00000000000 | 7 | 2.54649969704 
2 | 2.25000000000 | 8 | 2.56578451395 
3 | 2.37037037037 9 | 2.58117479171 
4 | 2.44140625000 | 10 | 2.59374246010 
5 | 2.48832000000 | 11 | 2.60419901190 
6 | 2.52162637174 | 12 | 2.61303529022 


propiedades aritméticas de los límites (Teorema 3.1.27) muestran que (sn)nen y ((1+1/n)")ne 


convergen al mismo número real. 


En la Tabla 6.2 listamos los primeros 12 términos de la sucesión ((1 + 1/n)”)nen redondeados 
a 9 dígitos decimales. Es interesante observar que la convergencia de esta sucesión al número e es 
mucho más lenta que la de la sucesión (s,)»>0 de la sección precedente (comparar con la Tabla 
6.1). 


Ejercicio 6.3.11. Sea (bn)nen la sucesión definida por by := (1+1/n)"*!. 


1. Demostrar que (b,)nen es monótona decreciente. (Sugerencia: observar que bn > b+1 Si 


y solo si ((n+1)?/n(n+ ayy > (n+2)/(n+ 1) y analizar los primeros términos del 
desarrollo del binomio de Newton de ((n+ 1)?/n(n+ os) ale .) 


2. Demostrar que (bn)nen está acotada inferiormente. 


3. Demostrar que (b,)nen define el mismo desarrollo decimal que ((1+1/n)")nen. 


6.4. La completitud de ¡R 


Un cuerpo ordenado en el cual se satisface alguna de las tres hipótesis de completitud se de- 
nomina un cuerpo ordenado completo. De acuerdo a nuestra discusión previa, las sucesiones de 
Cauchy de Q convergen en R, y por lo tanto, la intersección de cualquier sucesión de intervalos 
cerrados y encajados con extremos racionales cuya longitud tiende a O consiste de un punto real, 
y toda sucesión monótona y acotada de Q converge en R. Como vamos a ver más adelante, cuando 
retomemos el estudio de la estructura de cuerpo ordenado de R (Sección 9.1), esto implica que 
toda sucesión de Cauchy de números reales converge en R, es decir, se satisface la Hipótesis 1 de 
completitud. En consecuencia, argumentando como en la sección sobre encaje de intervalos (Sec- 
ción 6.2) y la sección sobre sucesiones monótonas y acotadas (Sección 6.3), vamos a concluir que 
también se satisfacen las Hipótesis 2 y 3 de completitud en R. En resumen, tenemos la siguiente 
definición preliminar, que vamos a reconsiderar en el Capítulo 9. 


Definición 6.4.1 (Definición preliminar del cuerpo ordenado de los númerosreales). El conjunto de 
los desarrollos decimales infinitos admisibles, con las operaciones aritméticas y el orden de las 
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Definiciones 5.2.2 y 5.3.4, es lo que denominamos el cuerpo ordenado completo de los nimeros 
reales. 


6.4.1. El numero 7 


Otro número “famoso” en la matemática es el número 7, que podemos definir como la mitad 
de la longitud de la circunferencia de radio 1 o el área del círculo de radio 1 (admitiendo sin 
discusión que dicha longitud y dicha área puedan medirse). Cabe destacar que la denominación 7 
proviene, de hecho, de la primera letra griega en la palabra “perímetro”. 

Si bien se conocían aproximaciones a 7 desde los tiempos de los egipcios y babilonios, el primer 
tratamiento sistemático de 2 se debe a Arquímedes, e involucra implícitamente la completitud de 
los números reales. La idea de Arquímedes se basaba en aproximar la longitud de la circunferencia 
de diámetro 1 por el perímetro de polígonos regulares inscriptos y circunscriptos a dicha circun- 
ferencia con una cantidad creciente de lados. Aquí discutimos una variante simple del método de 
Arquímedes. 


El número 7 por medio de longitudes 


La idea es aproximar a 27, la longitud de la circunferencia de radio 1, a partir del perímetro 
de polígonos regulares inscriptos en la circunferencia de radio 1 con 2” lados. Más precisamente, 
denotemos por n y Mn = 2"f,, a la longitud del lado y al perímetro del polígono regular Y, de 2” 
lados inscripto en la circunferencia de radio | para cada n € N, que suponemos bien definidos. 


Figura 6.1.: El polígono #3 y el cuadrado circunscripto a la circunferencia. 


Un argumento geométrico (que puede verse, por ejemplo, en [CRS96, página 124]) muestra que 
bo = V2 y 
G = age (4 E 41) 


para cada n € N. Deducimos inmediatamente que m := 42 y 


4 
2.2 — Tnn 
Ty = M41 22n+4? 


4 
Ta 
A (6.7) 


o equivalentemente, me 41 = m2 F 


para cada n € N. Como vamos a ver, (6.7) define una sucesión de números reales positivos conver- 
gente cuyo límite es lo que definimos como 27, es decir, definimos 2 como el límite de la sucesión 


(Tn/2)neN: 
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Tabla 6.3.: La sucesión (%/2)n>0- 


Tn /2 Tn /2 
2.828427 124 3.140331213 
3.061467457 3.141277519 


3.121445153 
3.136548483 


3.141514825 
3.141569585 


aA BW NS 
oon als 


2 2 
Para esto, observamos que 7, — TT = 


4 /92n+4 : 
n= Tay 1/2 para cada n € N, de donde concluimos que, 


dado que 7, es positivo para cada n € N, la sucesión (T, )ney es creciente. 

Por otro lado, se trata de una sucesión acotada, dado que 7, < 8 para cada n € N. En efecto, el 
polígono regular de 2” lados inscripto en la circunferencia de radio 1 es convexo, y por lo tanto su 
perímetro es menor o igual que el del cuadrado circunscripto a dicha circunferencia (ver la Figura 
6.1). Dado que el perímetro de este cuadrado es 8, concluimos que 7, < 8 para cada n E N. 

En conclusión, la sucesión (7, )nen resulta creciente y acotada, por lo que existe su límite, que 
definimos como 27. 


Lema 6.4.2. La sucesión (T,)nen definida de acuerdo a (6.7) converge en R a un número positivo 
que denominamos 27. 


Ejercicio 6.4.3. Sea r > 0 un número real y al) el polígono regular de 2" lados inscripto en la 
(r) r) 


circunferencia de radio r para cada n € N. Si denominamos por bn’ y m a la longitud del lado 


) (1) 


y el perimetro de pP respectivamente, demostrar que go = rl) y zl = rūp ’. Concluir que la 


longitud de la circunferencia de radio r es 2Ttr. 


En la Tabla 6.3 listamos el desarrollo decimal de los primeros 10 términos de la sucesión 
(Tn /2)n>2 redondeados a 9 dígitos decimales. Observamos que el término 7,,/2 coincide en sus 
primeros 4 decimales con el desarrollo decimal de 7 = 3,14159265... 


El número 7 por medio de superficies 


Otra posibilidad es interpretar a T como el área del círculo de radio 1, aproximándolo por 
medio del área del polígono regular P, inscripto en la circunferencia de radio 1 con 2” lados (que 
suponemos que está bien definida para cada n € N). 

Si 0%, es el área del polígono regular Y,, mediante argumentos elementales de geometría obte- 
nemos la siguiente relación (cuya deducción puede verse, por ejemplo, en [CJ99, página 103])): 


=P (n22). (6.8) 


De la propia definición de æ, se deducen cotas superiores e inferiores de œ, para cada n € N. 
En efecto, cada polígono Z, se encuentra inscripto en la circunferencia de radio 1, y por lo tanto, 
contenido en el cuadrado circunscripto a la circunferencia de radio 1 (ver la Figura 6.1). De esto 
deducimos que el área a, de 4, es menor o igual que la de dicho cuadrado, esto es, 4. A su vez, 
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por la definición de área vemos que Œn > O, de lo que concluimos que 
0< a, <4 (6.9) 


para cada n € N. En particular, tenemos que la sucesión (æn )nen resulta acotada. 


Por otro lado, es fácil ver que la sucesión (0%, )nen es creciente, ya que 4%, C 4,1 para cada 
n EN. De la Hipótesis 3 completitud de R deducimos el siguiente resultado. 


Lema 6.4.4. La sucesión (Qn)ncn de Rso definida por (6.8) converge a un número real positivo, 
que denominamos 9. 


Ejercicio 6.4.5. Sea r > 0 un número real y al) el polígono regular de 2" lados inscripto en la 
(r) (1) 


circunferencia de radio r para cada n EN. Si of” es el área de BP, demostrar que Op ` = rA. 


Concluir que el área del círculo de radio r es or’. 


La comparación entre ambas definiciones 


Por último, comparamos el límite de esta sucesión (0)ney con el de la sucesión (%/2)nen 
de la sección anterior. Observamos que 7, es el perímetro del polígono regular Y,, de 2” lados 
inscripto en la circunferencia de radio 1, en tanto de a, es el área de 4%,,. A fin de relacionar 
ambas cantidades, apelamos nuevamente a la geometría elemental: si a, es la apotema de 4%,,, es 
decir, la distancia entre el centro de 2, y cualquiera de sus lados (ver la Figura 6.2), se satisface 


la siguiente identidad: 
ER Tn * An 


On = 2 
En particular, tenemos que an = 20%, / Tn para cada n € N, de donde, por las propiedades aritméticas 
de los límites, concluimos que la sucesión (a,)nen converge a Y /T. 


a. 


Figura 6.2.: El polfgono #3 y su apotema a3. 


Por otro lado, si ff, es el ángulo que definen la altura (con respecto al lado de Y,,) de cada uno 
de los 2” triángulos de .4,, con cualquiera de los correspondientes segmentos que coinciden en el 
centro, es fácil ver que 


an = cos( Bn) y An+1 = cos(Bn+1) = cos(B,/2) para cada n € N. 
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Aplicando argumentos trigonométricos, tenemos que 
an = C0S(Bn) = cos?(Bn/2) — sen? (Bn /2) = 2cos?(Bn/2) — 1 = 2a7,, — 1. 


Sea L:= 6/2 = lím,-300 an. Por las propiedades aritméticas de los límites y la identidad precedente, 
tenemos que 


L=21?-—1. 


Esta ecuación tiene dos soluciones: L = 1 y L = —1/2. Ahora bien, teniendo en cuenta que (dp )ncn 
es una sucesión de reales positivos, concluimos que L = ¢/7 = 1. En consecuencia, ambas defi- 
niciones de 7 coinciden, de donde concluimos que podemos definir el número 7, en un sentido 


límite, tanto como el perímetro de la circunferencia de diámetro 1 como el área del círculo de 
radio 1. 


Teorema 6.4.6 (Definición de 2). Las sucesiones (T, /2)nen y (On)nen de (6.7) y (6.8) convergen 
al mismo número real positivo, que denominamos T. 


Ejercicio 6.4.7. Calcular aproximadamente los primeros términos de (Qn)nen. 
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Tenemos un dominio en el cual resolver nuestros problemas modelo, el cuerpo ordenado com- 
pleto de los números reales, aunque solo hayamos expresado la completitud en la forma de “hipóte- 
sis”. Dado que la ecuación x” = 2 (o el problema de minimización mín;>0(x* — 6x), o el problema 
de equilibrio x/2 + 1/x = x) que hemos discutido hasta el momento es sumamente sencilla, cabe 
preguntarse si las herramientas que hemos desarrollado nos permiten estudiar clases de problemas 
más generales. En este capítulo vamos a considerar una clase de ecuaciones mucho más amplia: 
las ecuaciones polinomiales reales. Vamos a comenzar con una “subclase” particular, la de las 
ecuaciones del tipo x” = a con a > 0, que nos va a conducir a la demostración de la existencia de 
las raíces enésimas reales de los reales positivos y a establecer sus propiedades más importantes. 
Posteriormente vamos a considerar ecuaciones polinomiales reales generales, comenzando por es- 
tablecer resultados de existencia y “regiones” de búsqueda de soluciones. Finalmente, vamos a 
discutir cómo aplicar los dos métodos que hemos considerado hasta el momento, el de bisección 
y el de Newton, a ecuaciones polinomiales. 


7.1. Raíces enésimas 


Una clase particular de ecuaciones, aunque sumamente importante, es la de las ecuaciones de la 
forma 
xX —a=0, (7.1) 


donde n es un número natural mayor que 1 y a es un número real positivo. El objetivo de esta 
sección es analizar la solubilidad (existencia y unicidad) de tal ecuación, y a la vez, desarrollar 
herramientas efectivas para su solución. 

Con un argumento similar al empleado para el caso n = 2 en la Sección 2.1 podemos dedu- 
cir que (7.1) tiene a lo sumo una solución real positiva, como pedimos probar en el ejercicio a 
continuación. 


Ejercicio 7.1.1. Demostrar que (7.1) tiene a lo sumo una solución real positiva. 


Por otro lado, la cuestión de la existencia de soluciones es un problema más delicado, cuya 
respuesta es afirmativa gracias a la completitud de R. De hecho, es posible demostrar que pueden 
obtenerse aproximaciones arbitrariamente precisas de (7.1) mediante el método de bisección, y 
por ende, una solución real positiva de (7.1), como discutimos a continuación. 

Consideremos la función f : R > R, f(x) :=x" — a. Es fácil ver f(0) < 0 < f(a+ 1) (¡com- 
probarlo!). Llamamos ay := 0, bọ := a + 1 e lo := [ao, bo]. Si co := (ao + bo)/2, definimos el 
intervalo 7; como 1; := fao, co] si f(co) > 0, y como J; := [co, bo] si f(co) < 0, es decir, como la 
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mitad izquierda o derecha Jọ donde f cambia de signo. Por último, si f(co) = cj — a = 0, hemos 
conseguido la raíz enésima de a que buscábamos, por lo que detenemos el proceso. 

Suponiendo que f(co) 4 0, denominamos a; y bı a los extremos izquierdo y derecho de J 
respectivamente, es decir, 1, := [a;,b,], definimos c1 := (a; +b1)/2 y determinamos la mitad iz- 
quierda o derecha Jy de J; en la cual f cambia de signo (siempre que f(c1) 4 0). Así sucesivamente, 
suponiendo que en ningún momento del proceso obtenemos la raíz enésima positiva de a como el 
punto medio de alguno de los intervalos determinados, obtenemos una sucesión (1)x>0 de inter- 
valos cerrados, acotados y encajados (Iz > Ix+1 para cada k > 0) con las siguientes propiedades: si 
Ty := [ax by], entonces 


= fía) <0< f(by) para cada k > 0, 
= by — az = (bo — ap) /2* para cada k > 0. 


La estrategia que determina la sucesión de intervalos (/;);>0, comenzando con el intervalo Ip := 
lao, bo] definido previamente, se denomina el método de bisección. El objetivo del ejercicio a 
continuación es discutir las propiedades que satisface esta sucesión de intervalos. 


Ejercicio 7.1.2 (La solución de (7.1) por el método de bisección). Sean (az)x>0 y (bk)k>o las 
sucesiones que define el método de bisección precedente. 


1. Demostrar que (ax)x>0 y (bx)x>0 son de Cauchy, y por lo tanto, convergen en R. 
2. Sea & := lim az y P := lim by. Demostrar que a = B > 0. 
k=>00 k—=>00 


3. Si cx := (ax +bx)/2 es el punto medio del intervalo I, para cada k > 0, demostrar que la 
sucesión (Ck)k>o converge a Q. 


4. Sea f :R > R la función definida por f(x) :=x"— a. Demostrar que la sucesión (£(cx))r>0 
converge a 0 = a" — a. Concluir que a es la solución de (7.1). 


Como consecuencia de los dos ejercicios precedentes, tenemos el siguiente resultado. 


Teorema 7.1.3 (Existencia y unicidad de la raíz enésima). Para cada número real a > 0 y cada 
n EN, existe una única solución positiva de la ecuación x" = a, que denominamos la raíz n-ésima 
de a y representamos por el símbolo ,/a. 


Las raíces enésimas con el método de Newton 


Como hemos visto en la Sección 2.2 a propósito de la solución de la ecuación x? = 2, el método 
de Newton puede proveer una herramienta mucho más eficiente que el método de bisección. El 
objetivo de esta sección es analizar la aplicabilidad del método de Newton a fin de resolver la 
ecuación x” — a =0. 

Sea n > 2 y a > 0. Argumentamos como en la Sección 2.2. Supongamos que tenemos una 
“buena” aproximación ag > 0 de la solución positiva œ de la ecuación x” — a = 0 (que sabemos 
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que existe por el Teorema 7.1.3). Asi, es de esperar que ey := & — ag sea “mucho menor” que ao. 
En consecuencia, aplicando la fórmula del binomio de Newton (Lema 0.2.4), tenemos que 


-1 AN n-2 2 
a=0" = (ao +e)" = a) +na, eo + Ja egt +e). 
Si “despreciamos” los términos de orden al menos cuadrático en eo, los cuales deberían ser “mucho 
menores” en valor absoluto que ay y eo, entonces tenemos la aproximación 


_ qn 
a ag 


n—1' 
nag 


a~ ap + nas leo, o equivalentemente, ey ~ 


í 3 — n n—1 7 e : : 299 
Así, concluimos que a; := ay + (a — aj) /naj * debería ser una “mejor aproximación” de œ que 
ao. Prosiguiendo el argumento de esta manera, obtenemos la siguiente sucesión (ap)ķ>0, que se 
denomina la sucesión del método de Newton, comenzando en ay > 0: 


(7.2) 


Ejercicio 7.1.4 (La solución de (7.1) por el método de Newton). Sean > 2 y a >0. 


= Suponiendo que ay > 0 y aj, > a, demostrar que 0 < a, < ay y a > a. (Sugerencia: aplicar 
la desigualdad de Bernoulli (1 +x)” > 1 +nx, siendo x > —1.) 


= Concluir que, si ay >0 y aj > a, la sucesión la sucesión (az)x>0 de (7.2) está bien definida 


y converge a la solución positiva de x" — a = Q. 


Ejercicio 7.1.5 (Errores en la solución de (7.1) por el método de Newton). Sea œ := ¥/a, (ak)k>0 

la sucesión definida por (7.2) y ex := A — az para cada k > 0. 

qa 
y Para cada k > 0. 


= Demostrar que eky1 = ek + => 
nay, 


= Demostrar que ey = (na) ear + (Dar ep +--+ + (laget). (Sugerencia: 
observar que a = (az +e)” y aplicar la fórmula del binomio de Newton (Lema 0.2.4).) 


= Demostrar que si ay > 0 y a} > a, entonces existe M := M(ao,n) >0 tal que lex, 1] < Mex |? 
para cada k € N. 


7.1.1. La exponencial racional 


Como es bien sabido, dado un número real estrictamente positivo a, la raíz n—ésima de a también 
se expresa en la forma a!/”, notación que refiere a las identidades 


gram = a” n a” que = (a")”, (7.3) 


válidas para cada par de exponentes enteros n y m. En efecto, subyace a la propia notación la 


n 1 


: A 1, E : 
idea de que (a!/ "\" = a, “debido” a que az” = a’ = a. Sin embargo, es necesario tener en cuenta 


que, en principio, la notación a!/” para la raíz n-ésima de a es puramente formal, y el verdadero 
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motivo por el cual se satisface la identidad (a!/ "\" = a es que, por definición, al/” es la única 
raíz real positiva del polinomio x” — a, de donde se sigue que (a!/”)" — a = 0. El propósito de 
esta sección es observar que, a partir de la definición de raíz enésima que hemos dado, podemos 
obtener una noción de potencia con exponente racional que satisface las identidades (7.3), y que 
la operación resultante es de hecho una función continua sobre Rso para cada r € Q. 

Fijemos a > 0. Comenzamos extendiendo la notación al/” a fracciones (de números enteros) 
generales, representando, nuevamente de manera formal, la raíz n-ésima de a” por anín Sin 
embargo, esta “notación” podría no ser consistente, dado que cada número racional r se representa 
mediante infinitas fracciones m/n. Dado que buscamos una definición de a” que dependa solo del 
exponente racional r y no de la fracción m/n que lo representa, es necesario probar que nuestra 
notación previa no depende de la fracción en consideración. Éste es el contenido del siguiente 
resultado. 


Lema 7.1.6. Sean m, p € Z yn,q EN tales que m/n = p/q. Entonces Ya” = Yar. 


Demostración. Por el momento, las “únicas” propiedades matemáticas que conocemos de las raí- 
ces enésimas es lo que hemos demostrado en el Teorema 7.1.3: su existencia y unicidad. Mediante 
la existencia de las raíces enésimas hemos “definido” los símbolos a”/” y aP/4, Nuestra intención 
es ahora utilizar la unicidad de las mismas a fin de demostrar que /a” = Ya? si m/n = p/q. Para 
esto, basta ver que tanto /a” como Y/a” resultan de hecho la raíz (nq)-ésima de a” = a”? (esta 
última igualdad es consecuencia de la identidad mq = np). 

Veamos que /a” es la raíz (nq)-ésima de a”, En efecto, por la definición de Y/a” tenemos 
que (Ya*)" = a”, de donde concluimos que, debido a (7.3), resulta 


(VI = (VE) = (AN = a. 


En consecuencia, de la unicidad de las raíces enésimas deducimos que Va” = “Ya'"4. De modo 


similar, vemos que Ya? = “Yan? = “Yara, y por lo tanto, que /a'” = YaP, como queríamos 


demostrar. 


Tenemos entonces que nuestra notación a”/” para 4/a” resulta consistente con la equivalencia 
entre fracciones, lo que nos permite establecer la siguiente definición. 


Definición 7.1.7 (Potencia de exponente racional). Dado un número racional r y una fracción 


m/n que lo representa, definimos a" por a’ := Ya". 


Propiedades de la exponencial racional 


Hemos dicho que la notación a!/" para y/a hacía implícitamente referencia a las identidades 
(7.3). En tal sentido, cabe preguntarse si nuestra definición de potencias exponente racional (De- 
finición 7.1.7) satisface las correspondientes identidades para números racionales. La respuesta a 
esta pregunta es el contenido del siguiente enunciado. 


Lema 7.1.8. Sean r,s dos números racionales. Son válidas las identidades 


ats = a . a’, ars = (CAN (1.4) 
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Demostración. Demostramos la identidad a’** = a” -a‘, en tanto que la identidad a”* = (a’)* que- 
da como ejercicio. Sean m, p € Z y n,q € N tales que r = m/n y s = p/q. Tenemos que demostrar 


+s = q” 4%, es decir, que a” -a* es la raíz (nq)—ésima de a "TP. Para esto, por (7.3) tenemos 


que a” 
que 


O (a? J" = a", 


Esta igualdad, junto con la unicidad de la raíz enésima (Teorema 7.1.3), asegura que a’ af = 
“/amatnp = q\ma+np)/nq — qr+s y concluye la demostración. 


Ejercicio 7.1.9. Con las hipótesis del Lema 7.1.8, demostrar que a”* = (a”). 
Ejercicio 7.1.10. Sean a,b > 0 y r € Q. Demostrar las siguientes igualdades: 
a (ab =a- b". 


= (a/b) =a" /b". 
Otra propiedad fundamental de la exponencial a” para números enteros es la que afirma que a” 


es creciente en n para a > 1 y decreciente para a < 1. Nuestro siguiente resultado asegura que lo 
mismo ocurre con exponentes racionales. 


Lema 7.1.11 (Monotonía de la exponencial racional). Sean r < s números racionales. Entonces 
ad <da sia>l y d >da siO<a<l. (7.5) 


Demostración. Supongamos el resultado cierto para a > 1. Entonces, la conclusión para 0 <a < 1 
se deduce inmediatamente del caso anterior, aplicando dicha conclusión a 1/a. Por lo tanto, solo 
vamos a considerar el caso a > 1. 

Demostrar que a” < a' es equivalente a demostrar que a*~" > 1, es decir, a demostrar que a” > 1 
para cada racional h > 0. Comenzamos observando que a!/” > 1 para cada n > 1. En efecto, si 
F:RR, f(x) :=x" —a, entonces f(1) = 1—a < 0 en tanto que f(a) = a” — a > 0, lo que 
implica que la única raíz positiva y/a de f satisface la condición 1 < y/a. De esto se deduce 
inmediatamente que a”/” = (¿/a)” > 1 para cada m,n € N, es decir, que al > 1 para cada racional 


positivo h. Esto concluye la demostración. 


Ejercicio 7.1.12. Sean a y b números reales tales que 0 < a < b. Demostrar que a’ < b” para 
cada racional positivo r. 


Ejercicio 7.1.13. Sea (a, )nen una sucesión de Q tal que lim a, = +00. El objetivo del presente 
n—>0 


ejercicio es demostrar que lím (1 +a)” =e. 
n— o0 


1. Si an > 0, demostrar que (1+ | an)! < (1 +an)™ < (1+ [an])!%!, donde |an] es la 
parte entera de a, (es decir, el mayor entero que es menor o igual que an) y [an] es el 
menor entero que es mayor o igual que an. 


2. Demostrar que lim (1+ |a|)" =e y lim (1+ [ay ]) 1] =e. 
n—700 n—300 


3. Concluir que lím (1+ a,)%" =e. 
n—00 
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Continuidad de la potencia y la exponenciación racional 


Para completar nuestra discusión sobre la exponencial racional, observamos que tanto la poten- 
cia como la exponenciación racionales resultan continuas, como vamos a demostrar. Comenzamos 
con el siguiente ejercicio, que nos va a permitir establecer la continuidad de la potencia racional. 


Ejercicio 7.1.14. Sean a,b números reales positivos y sean € N. 


1. Demostrar la identidad b — a = (Wb — Ya) EZ bial (Vin, (Sugerencia: reemplazar 
y= Vb y x= ya en la identidad y” — x” = (y—x) EZ] yix™ 11) 


2. Demostrar que si (4m)men es una sucesión de Ryo que converge a a > 0, entonces la 


Sh 1/n 
sucesión (anf )mcN converge a 0. Lp 


3. Concluir que si (Am)men es una sucesión de Ryo que converge a 0 > 0 y r es un número 


racional, entonces la sucesión (a;,)men converge a Q". 
Del Ejercicio 7.1.14 deducimos inmediatamente el siguiente enunciado: 


Lema 7.1.15 (Continuidad de la potencia racional). Sea r un número racional y f : Ryo > R la 


función definida por f(x) := x". Entonces f es una función continua. 


También se satisface un principio de continuidad en el “exponente” (racional), que es clave a 
fin de extender la exponenciación a exponentes reales arbitrarios. Comenzamos con un caso bien 
particular de este fenómeno. 


Lema 7.1.16. Sea a > 0. Entonces la sucesión (a!/") nex converge a 1. 


Demostración. En primer lugar podemos suponer sin pérdida de generalidad que a > 1, dado que 
si 0 <a< 1, entonces 1/a > 1, y por lo tanto, del hecho de que ((1/a)!/”) en converge a 1 se 
deduce inmediatamente que (a!/”)„en converge a 1. 

Dado que a > 1, existe A > 0 tal que a = 1 + À. Por la desigualdad de Bernoulli (Lema 0.2.2) 
tenemos que (1+A/n)” > 1+A =a, en tanto que 1” = 1 < a. En consecuencia, resulta 1 < /a < 
1+A/n para cada n € N, de donde, por la propiedad sandwich (Lema 3.1.35), concluimos que 


(a!/”)nen converge a 1. 


El siguiente paso es extender este resultado a sucesiones que convergen a 0. 


Ejercicio 7.1.17. Sea a > 0 y (rn)nen una sucesión de Q que converge a 0. Demostrar que 
(a””)nen converge a 1. (Sugerencia: dado £ > 0 y no EN tal que |a!/"0 — 1| < e y la=/"0—1| < €, 
elegir mo E N tal que |rm| < 1/no para cada m > mo.) 


Por último, podemos extender la conclusión del ejercicio precedente al caso de sucesiones arbi- 
trarias. 


Lema 7.1.18 (Continuidad de la exponenciación racional). Sea a > 0 y f : Q > R la función 


definida por f(x) := a*. Entonces f es una función continua. 
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Demostración. Sear € Q y (fn)ncn una sucesión de Q que converge a r. Queremos demostrar que 
(a™)ncn converge a a”. 


Analizamos la diferencia | a”. — a’|. Por (7.4), tenemos que | a'» —a’| =a"|a™~" — 1|, lo cual 


reduce el problema al caso del Ejercicio 7.1.17, dado que la sucesión (rn — r)nen converge a 0. 
Así, dado € > 0, el Ejercicio 7.1.17 asegura que existe no € N tal que |a™7" — 1| < € sin > nọ. 


Tn 


En consecuencia, 


a'» —a'| = a” € para cada n > no, lo que demuestra que (a’"),cjn converge a 


a’. 


7.1.2. El criterio de la raíz enésima 


En el Ejercicio 3.1.15 hemos discutido un criterio importante para establecer la convergencia 
a 0 de ciertas sucesiones, el criterio del cociente o de D’ Alembert. Otro criterio importante es el 
denominado criterio de la raíz enésima o de Cauchy, que discutimos brevemente en esta sección. 


Lema 7.1.19 (Criterio de la raíz enésima). Sea (an)nen una sucesión de reales que satisface la 
siguiente condición: existen 0 < £ < 1 y ny EN tales que X/lan| < £ para cada n > ng. Entonces 


(an)nen converge a 0. 


Demostración. Procediendo de modo similar que con el criterio del cociente, vamos a comparar 
la sucesión (|an|)nen con la exponencial (2) ren. Dado que x/ [an] < £ para cada n > no, tenemos 
que 0 < |a,| < £” para cada n > no. En consecuencia, por la propiedad sandwich (Lema 3.1.35) 


concluimos que (a, )nen converge a 0. 


Ejercicio 7.1.20. Sea (an)nen una sucesión de R. 


1. Siexistenl > 1 y ny EN tales que ẹ/|an| > £ para cada n > no, demostrar que (an) ncn tiene 


límite infinito. 
2. ¿Se puede decir algo del límite de (an)nen si lim %/|an| = 1? 
n—700 


Los criterios del cociente y de la raíz enésima resultan similares dado que ambos comparten una 
característica fundamental: se trata de criterios que se obtienen por comparación con sucesiones 
geométricas. En efecto, el criterio del cociente es aplicable si la sucesión en consideración tiene 
un crecimiento acotado por el de una sucesión geométrica (¢"),cn con 0 < £ < 1, siendo este 
crecimiento medido por medio del cociente |a,+1|/|an|. Análogamente, en el criterio de la raíz 
enésima el crecimiento de la sucesión se mide por medio de la raíz enésima Yanl . En tal sentido, 
cabe preguntarse cómo se comparan ambos criterios. En el siguiente resultado concluimos que 
el criterio de la raíz enésima es más “potente” que el del cociente, en el sentido de que es 
aplicable a más situaciones que el del cociente. 


Lema 7.1.21 (“D'Alembert implica Cauchy”). Sea (dn)nen es una sucesión de R tal que 
Mno |Qn41|/|an| = 4. Entonces lím 4/ |an| = £ para £ > 0 o L = %. 
n— +% 


Demostración. Analizamos en primer lugar el caso £ > 0. 
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Dado 0 < e < £/2, existe ny E N tal que —e < |an41|/lan|—@ < € para cada n > no. En conse- 
cuencia, 0 < L— € < |ay41|/la,| < L+ € para cada n > ny y por lo tanto, 


(€—e)"-% < lan a lang+1| = |an] 
~ an-ı] lan | [an| 


< (L+ e)" ™™ (1.6) 


para cada n > ny. Tomando raíces n—ésimas en la expresión anterior, concluimos que 


(lan, (0 EJ") "(= €) < lanl!" < (Jan (+0) 70) "E+ 8). (7.7) 


Dado que la sucesión ((|an)|(¢+€)~"°)'/") „ey converge a 1 (Lema 7.1.16), existe mo € N tal que, 
sin > mo, entonces valen las condiciones 


= (L— 22) < (lan, l(£— E) "0) (Le), 
= (lan, l(L+ E) "0)/M(L4 €) < (€428). 


Combinando estas estimaciones con (7.7) concluimos que, para cada n > max{no,mo}, resulta 
L-2eE < Ja, Ur < £+2e. Esto demuestra que limy-,.0 Ja, |" =f. 

Por otro lado, la demostración del caso 4 = O resulta similar a la anterior, considerando so- 
lamente las desigualdades de la derecha en (7.6) y (7.7). Finalmente, el caso £ = © resulta una 


consecuencia inmediata del caso £ = 0. 


Ejercicio 7.1.22. Completar la demostración del Lema 7.1.21 para £ =Q y (=. 


Ejercicio 7.1.23. Aplicar el Lema 7.1.21 a fin de calcular los límites de las sucesiones (4n)nen 


cuyo término general se da a continuación: 


h ey Se n+l 
an := Vn, an := Vn!, an = 4/27: 


Ejercicio 7.1.24. ¿Vale la afirmación recíproca de “D’Alembert implica Cauchy”? Analizar la 


respuesta considerando la sucesión (an)nen definida por a, := 2 + (—1)". 


Ejercicio 7.1.25 (Una estimación para W/n!). En un ejercicio anterior se demostró que la sucesión 
(Wn!) nen tiene límite infinito. Ahora bien, ¿de qué manera se “acerca” a infinito? Es decir, ¿crece 
de forma lineal, cuadrática, exponencial, etc. ? 

Lo que haremos es comparar (</n!)nen con una sucesión (an)nen de orden de crecimiento 
conocido, de forma tal que Mn Wn /a, sea finito, lo que nos va a dar una estimación del orden 
de crecimiento de (W/n!)nen. 

Sean (an)nen y (bn)nen las sucesiones definidas por a, := (1+ Ly yb. :=(l+ AR, Recorda- 
mos que (an)nen es monótona creciente (Ejercicio 3.1.15 o Sección 6.3.3) y (bn)nen es monótona 


decreciente (Ejercicio 6.3.11). 


1. Demostrar que (2)" <n!< en(2)" para cada n € N. (Sugerencia: demostrarlo por induc- 
ción, usando la monotonía de (dn) nen y (Dn)nen-) 


2. Concluir que lim Wn!/n = 1/e. 
neo 
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Podemos parafrasear la conclusión del ejercicio precedente diciendo que la sucesión (/n!)nen 
z) 

e/neN’ 
ambas sucesiones para valores grandes de n. Por otro lado, de ninguna manera debiera concluirse 


se comporta asintóticamente como ( lo cual, por supuesto, se refiere al comportamiento de 
que existe no € N tal que Yn! =n/e para cada n > ny. Solo hemos establecido que el cociente entre 
ambas cantidades tiene límite 1, lo cual en particular asegura que la sucesión (W/n!),cn tiene un 
comportamiento asintótico de tipo lineal. Esto último suele expresarse diciendo que la sucesión 
(W/n!)nen es del tipo “O grande de n”, y se escribe en la forma Wn! = O(n). 


7.2. Ecuaciones generales: aspectos cualitativos 


El propósito de esta sección es resolver ecuaciones polinomiales, es decir, hallar soluciones de 
ecuaciones del tipo 
p(x) =0, (7.8) 


donde p es un polinomio no constante con coeficientes reales. Este tipo de problemas aparece en 
diversas áreas de la matemática: determinar el signo de una función, encontrar autovalores de una 
matriz (que a su vez permite estudiar la naturaleza de los puntos de equilibrio de un sistema de 
ecuaciones diferenciales ordinarias), etc. 

Si el polinomio p de (7.8) tiene coeficientes racionales, el criterio de Gauss (Lema 0.2.9) nos 
proporciona un método efectivo para determinar todas las soluciones racionales de (7.8), dado 
que determina explícitamente un conjunto finito de números racionales que contiene todas las po- 
sibles soluciones racionales de (7.8). En contraposición, no existe un criterio similar al de Gauss 
para determinar las raíces reales de un polinomio con coeficientes reales. Salvo en los casos de los 
polinomios de grado dos, tres y cuatro, en los que disponemos de fórmulas cerradas que expre- 
san las raíces del polinomio en consideración en función de los coeficientes del mismo, para las 
ecuaciones de grado mayor o igual a cinco debemos abandonar toda esperanza de hallar tal fórmu- 
la general (esto constituye un resultado fundamental del álgebra demostrado por Evariste Galois 
alrededor de 1830). Incluso en los casos particulares en los que ésta está disponible, su utilidad 
práctica es a menudo cuestionable, como hemos visto en nuestra discusión de las Secciones 2.1 y 
2:2: 

Todo esto pone de manifiesto la complejidad del problema (7.8), y la necesidad de realizar 
análisis “cualitativos”. En tal sentido, en la Sección 7.2.1 vamos a estudiar cómo, en función de 
los coeficientes del polinomio en consideración, se puede determinar un intervalo acotado en el 
cual se encuentran todas las raíces reales del mismo. Posteriormente, en la Sección 7.2.2, vamos a 
dar algunos criterios que permiten determinar la cantidad de raíces reales en ciertos intervalos y la 
regla de los signos de Descartes. Si bien las cotas y estimaciones que vamos a proporcionar no son 
óptimas, son fáciles de obtener a partir de los coeficientes del polinomio en consideración, y por 
lo tanto, pueden ser útiles a efectos de delimitar la búsqueda. De hecho, los resultados de ambas 
secciones constituyen un insumo de suma utilidad para aplicar métodos de aproximación del tipo 
de bisección y Newton, como vamos a ver en la Sección 7.4. 

Asimismo, en la Sección 7.3 vamos a discutir la regla de Sturm, a partir de la cual es posible 
determinar la cantidad exacta de raíces reales de un polinomio dado en un intervalo arbitrario, 
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aunque su aplicación requiere más “trabajo” que la de los criterios mencionados anteriormente. 


7.2.1. Localización de las raíces reales 


En esta sección vamos a estudiar métodos rápidos que nos permitan “localizar” las raíces de un 
polinomio dado, es decir, determinar un intervalo que contenga a todas las raíces del polinomio en 


consideración. Por ejemplo, dado el polinomio p := 3x5 — 34x* + 40x — 58x? — x +57, vamos a 
estudiar cómo determinar, a partir de los coeficientes de p, cotas inferiores y superiores para todas 
las raíces reales de p, y por lo tanto, un intervalo acotado que las contiene. 

Una primera observación que podemos hacer es que, dado un polinomio p € R[x], un número 
real O, es raíz de p si y solo si —@ es raíz de p(—x). En consecuencia, cotas inferiores para las raíces 
negativas de p se deducen inmediatamente a partir de cotas superiores para las raíces positivas de 
p(—x). En consecuencia, en lo que sigue vamos a centrar la atención en establecer cotas superiores 
para las raíces positivas del polinomio en consideración. 


Ejercicio 7.2.1 (Una cota superior para las raíces positivas). Sea p € R[x] un polinomio no cons- 
tante y a > 0. 


1. Demostrar que, si los coeficientes de p son positivos, entonces p(a) > 0. 


2. Probar la Regla de Laguerre: si todos los coeficientes del cociente y el resto de la división 
de p por x— Q son positivos, entonces p(B) > 0 para todo B > a. 


Ejercicio 7.2.2 (Una versión efectiva de la Regla de Laguerre). La Regla de Laguerre (Ejercicio 
7.2.1) requiere de un número real œ con “buenas propiedades”. En el presente ejercicio nos 
proponemos exhibir un algoritmo que calcula un número real O. que permite aplicar la Regla de 


Laguerre. 


d d-1 


tax"? +- -- +aq € R[x] un polinomio con ay > 0. Definimos: 


Sea p = aox 


Po := 40, Pi = XPo +41,- --, Pa-1 = XPa-2 + Aa-1, Pa ‘= XPa-1 + 4a. (7.9) 


1. Demostrar que py = p.! 


2. Demostrar que, para cada & € R y cada i con 1 < i < d, tenemos la identidad pi = (x — 
a) (po(at)x'~! +--+ pi-1(@)) + pila). 


3. Sia >0y pi(a) > 0 para 0 < i < d, demostrar que p(B) > 0 para B > a. 
4. Demostrar que si p;¡(0) > 0 para0 < i < k, entonces p;(B) > 0 para0<i<kyf > Q. 


5. Concluir que el siguiente algoritmo determina a > 0 tal que p;(0) > 0 para 0 < i< d (y 


por lo tanto, resulta una cota superior para las raíces reales de p). 


(I) Elegir œ > 0 tal que pi (0) > 0. 


'Cabe destacar que, dado que pa = p, el cálculo de los términos sucesivos Po,p1,...,pa NOS provee un algoritmo pa- 
ra evaluar el polinomio p, que resulta de hecho sumamente eficiente. Este algoritmo se conoce con el nombre del 
esquema o la regla de Horner. 
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(ID) Determinar el menor entero k tal que, ok=d+1,o0k<d y p,(a) <0. 
(M) Si k< d, reemplazar Q por B > Q tal que p(B) > 0 y volver a (II). 
(IV) El valor resultante © satisface p¡(0) > 0 para0 <i<d. 


Ejercicio 7.2.3. Determinar, por medio de la “versión efectiva” de la regla de Laguerre (Ejercicio 
7.2.2), una cota superior para las raíces reales de p := x° — 4x4 +2 +1. 


El Teorema de Taylor y la regla de Newton 


Nuestro siguiente resultado es otra regla, la regla de Newton, que nos permite obtener cotas 
superiores para las raíces de un polinomio dado, la cual, si bien requiere más trabajo, permite 
obtener cotas superiores que son, en general, más finas que la regla de Laguerre. Esta regla se basa 
en el desarrollo de Taylor de un polinomio dado en torno a un punto œ € R, que discutimos a 


continuación. 


Ejercicio 7.2.4 (Existencia del desarrollo en potencias de x— @). Sea p € R[x] un polinomio de 
grado d>0y0€R. 


1. Aplicar el Teorema de división para polinomios (Teorema 0.2.6) y concluir que p puede 
expresarse en la forma p = aq(x— œ)! + pı, con ag ER y pı € R[x] de grado menor o igual 
que d— 1. 


2. Aplicar reiteradamente la división con resto de forma similar al ítem anterior y deducir que 


p puede expresarse en la forma 


p=ag(x— a)? tala) +. +49. (7.10) 
Ejercicio 7.2.5 (Sobre los coeficientes en el desarrollo en potencias de x— a). Sea p € R[x] como 
en (7.10). 
1. Demostrar que p(Q) = ao. 
2. Derivar ambos miembros de (7.10) y concluir que p'(0) = ay. 


3. Derivar sucesivamente como en el ítem anterior y concluir que p?’ (0) =j!lajparad0< j< 


d. 
Como consecuencia de los dos ejercicios anteriores, obtenemos el siguiente resultado. 


Teorema 7.2.6 (Taylor). Sea p € R[x] un polinomio de grado d > 0 y a € R. Entonces 


YA (d) 
p=p(0)+p (0) a) +Ë (Diy apap! aa 


(x—a)4, (7.11) 


donde pl) € R[x] representa la j-ésima derivada de p para0< j <d. 


Ejercicio 7.2.7 (Una cota superior para las raíces reales). Demostrar la siguiente generalización 
de la regla de Laguerre (Ejercicio 7.2.1), denominada la Regla de Newton: si p) (a) > 0 para 
0< j <d, entonces p(B) > 0 para cada B > a. 
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Ejercicio 7.2.8. Si p := 3x — 4x4 +2x3 — x? — x+ 1, demostrar que cada raíz real a de p satisface 
la estimación & < 1. 


Ejercicio 7.2.9. Demostrar que si œ > 3,5, entonces p(a) > 0, donde p := xX — 4x4 +2x3 +1. 
Comparar esta cota superior con la que se obtiene aplicando la regla de Laguerre en el Ejercicio 
7.2.3. 


Estimaciones en funcion de los coeficientes del polinomio 


Tanto la regla de Laguerre como la regla de Newton permiten deducir una cota superior para 
todas las raíces reales de un polinomio dado a partir de un número real œ con “buenas pro- 
piedades”. En lo que sigue nos proponemos obtener cotas superiores solamente a partir de los 
coeficientes del polinomio en consideración. 


Ejercicio 7.2.10. Sea q := 2° —4x*—20x? — 7x? + 4x — 28. 


1. Sia > 1, demostrar que q(a@) > 07 -20(14+ 0+---+0%) = 05 Ae | 
2. Concluir que si & > 21, entonces q(a) > 0. 


3. Determinar una cota inferior para las raíces reales de q. (Sugerencia: observar que @ < 0 
es raíz de q si y solo si —@ es raíz de q(—x).) 


Generalizando la técnica del ejercicio precedente, tenemos el siguiente resultado de carácter 
general. 


Lema 7.2.11 (Una cota superior para las raíces reales). Sea p=x%+ag_¡x7 +--+ ao un 
polinomio de R|x] que tiene al menos un coeficiente a; negativo, y sea e el mayor índice tal que 
de < 0. Si M := max{|a;| : a; < 0), entonces cada raíz real O. de p satisface la estimación a < 
14M'/(4-9), 


Demostración. Observamos que la estimación del enunciado es evidentemente válida para las 
raíces œ de p con & < 1, por lo que solo es necesario analizar si la estimación es válida para 
las raíces reales œ de p con a > 1. Sea entonces @ > 1 una raíz real de p. Por la definición de 
e, tenemos que dg_; > 0,...,de+1 > 0 y el valor absoluto de todos los coeficientes a; < O está 
acotado superiormente por M. Por lo tanto, 


d-1 

(a)=0 + Y aai>at- Y aja > a —MY a! =a -M al 

p(0)=0%4 Y ajo > ilar! > Yai = ma 
i=0 {i:aj<O} i=0 


Concluimos que 


(a@—1)p(a) > (a—1)04—M(aet!—1) > (a—1)a4—Maét! 
= aot! ((a— Date! —M). 


Dado que el término de la derecha de la desigualdad precedente es estrictamente positivo para 
a >1+M"/(4-*), tenemos que p(Q) > 0 en este caso. Esto demuestra que las raíces de p satisfacen 


la estimación del enunciado. 
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El Lema 7.2.11 provee una de las muchas estimaciones disponibles para las raices reales de un 
polinomio real a partir de sus coeficientes. En el ejercicio y el lema a continuación ofrecemos otra 
estimación. 


Ejercicio 7.2.12. Sea q el polinomio del Ejercicio 7.2.10. 


5 
1. Demostrar que toda raíz real a de q con |a| > 1 satisface |a|> < 28( a). 


2. Concluir que si a es raíz de q, entonces œ pertenece al intervalo [-29,29]. 
Generalizando las ideas del Ejercicio 7.2.12, tenemos el siguiente resultado. 


Lema 7.2.13 (Una estimación para las raíces reales). Sea p = xX tag xX) Ha E Rix] 
y sea M := máx[ Ja¡| : i = 0,...,d — 1}. Entonces cada raíz real O: de p satisface la estimación 
ja|<1+M. 


Demostración. Sea œ una raíz real de p. Si |œ| < 1, entonces evidentemente se satisface la es- 
timación del enunciado. Por lo tanto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que |a| > 1. 
Dado que 0 = p(@) = 0 +ay ¡041 +... + ag, tenemos que 


d 
aj —1 
jal < jasalla! + tailla] lao < Mal i al = E), 


0/4! — |a|? <M(\a|4—1) < M|a 
d y por ende, deducimos la estimación del enunciado. 


En consecuencia, 
Dla 


4, de donde concluimos que |a|¢*+! < (M+ 


Ejercicio 7.2.14 (Cotas inferiores para las raíces positivas). Sea p = agx! +- - -+ ag un polinomio 
en R[x] de grado d. 


1. Demostrar que si œ es una raíz de p distinta de cero, entonces 1/0. es raíz del polinomio 


q:= aga ayx4—! F- +aq-1X +aq. 


2. Deducir que si las raíces de q tienen módulo menor o igual que M > 0, entonces las raíces 
no nulas de p tienen módulo mayor o igual que 1/M. 


Ejercicio 7.2.15. Sea p := xê — 121% — 2x? +37x? + 10x — 10. Aplicar los Lemas 7.2.11 y 7.2.13 
y el Ejercicio 7.2.2 a fin de hallar cotas inferiores y superiores para las raíces de p. ¿Cuál de las 


tres estimaciones es la mejor? ¿Por qué? 


Ejercicio 7.2.16. En el estudio de los límites de sucesiones frecuentemente es necesario determi- 
nar a partir de qué valor se satisface una cierta inecuación. Los criterios anteriores pueden ser 


útiles para esto, como vamos a ver en los ítems a continuación. 


1. Hallar ny € N tal que todo x > ny sea solución de la inecuación 


Ai H11x!! 


F +3x° —4x—18 >0. 


x5 14x14 


2. Hallar no € N tal que todo x > no sea una solución común de las inecuaciones 


102 
se 


x? —10x—302>2, 2x°—43x4 + 3x7 —3 > 4x—2. 
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7.2.2. Estimaciones sobre la cantidad de raíces reales 


Sea p un polinomio con coeficientes reales de grado positivo. Habiendo desarrollado herra- 
mientas que nos permiten obtener cotas inferiores y superiores para las raíces reales de p, en esta 
sección nos dedicamos al estudio de la cantidad de raíces reales de p. 

Un resultado fundamental en esta dirección es el Teorema de Bolzano (Teorema 8.1.2), al que 
vamos a dedicar la Sección 8.1, que permite establecer la existencia de raíces reales en intervalos 
donde el polinomio en consideración cambia de signo. Sin embargo, a fin de aplicar el Teorema 
de Bolzano es necesario conocer a priori un intervalo en donde tengamos un cambio de signo, lo 
cual no es fácil de obtener en general, incluso teniendo en cuenta los resultados de localización de 
las raíces reales de la Sección 7.2.1. 

Procediendo de forma similar a la Sección 7.2.1, nos proponemos obtener criterios simples 
para determinar la cantidad de raíces reales positivas de un polinomio dado en función de los 
coeficientes del mismo. Para esto, comenzamos con la siguiente observación (Ejercicios 7.2.1 y 
7.2.5): si todos los coeficientes de p son positivos, entonces p no tiene raíces reales positivas. Esto 
nos da un indicio de que el signo de los coeficientes del polinomio en consideración puede ser 
relevante a la hora de determinar la cantidad de raíces reales positivas del mismo. 

Más generalmente, dado un polinomio p = aye +--+- +a en R[x], denominamos la variación 
de signos V (p) de p a la cantidad de cambios de signos de la sucesión finita (ag,...,ap), cuando 
ignoramos los coeficientes nulos. Por ejemplo, para el polinomio p := x° — 2x + 3 tenemos que 
V(p) =2. 

En lo que sigue, nos proponemos analizar cómo se relacionan la cantidad de cambios de signos 
en la sucesión (a,,..., ap) con la cantidad de raíces positivas del polinomio p = a+ tao. 


Ejercicio 7.2.17. Verificar que la sucesión de signos de los coeficientes del polinomio p := (x — 
20 +312—x+11) es + y + —, y por lo tanto, resulta V (p) = 3. 


Ejercicio 7.2.18. Más generalmente, si a > 0, a3 > 0, az > 0, ay < 0 y ag > 0, demostrar que, 
para p=b4x*+b3x5 + ba + byx+ bo := (x— æ) (azx? +a2x? +a1x +9), se tiene b4 > 0, bz < 0, 
bı > Oy bo < 0, y por lo tanto, V (p) = 3. 


En general, tenemos el siguiente resultado. 


Lema 7.2.19. Sea p € R[x] un polinomio con V(p) = k y 4 > 0. Si q := (x— &)p(x), entonces 
V(g) >k+1. 


Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad que p es de la forma p = agx? +ag_,x4~!+ 
-==-+ ag con ag > 0. Más aún, dado que estamos considerando raíces (estrictamente) positivas, po- 
demos suponer que ay % 0. Sea q := bg4,x4t! +... + bo. De la definición de q tenemos que 
bart = dd» bj = aj-| — Aa; (1 < j < d) y bo = — Qag. 

Observamos que si a; > 0 y a; < 0, entonces b; < 0, conclusión que también resulta válida 
en el caso en que a; > 0, aj-1 = 0,...,ai-j < 0. Es decir, por cada cambio de signo de la forma 
+-— en p tenemos un coeficiente de q estrictamente negativo. Del mismo modo, si a; < 0 y aj_1 > 
0, entonces b; > 0, lo que también resulta cierto si a; < 0, ai-1 = 0,...,ai-j > 0. Concluimos 
entonces que, por cada cambio de signo de la forma — + en p, tenemos un coeficiente estrictamente 
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positivo en q. En consecuencia, dado que a un cambio de signo + — le sigue un cambio de signo 
— + y vicerversa, del hecho de que V(p) = k vemos que la cantidad de cambios de signos en la 
sucesión (by,...,b1) es al menos k— 1, es decir, V(bg,...,b1) >k—1. 

A su vez, teniendo en cuenta que el primer cambio de signo en p es de la forma + — (dado 
que ag > 0), tenemos que el primer coeficiente de la sucesión (bg,...,b1) del que conocemos el 
signo es estrictamente negativo, y por lo tanto de signo contrario a bg). En consecuencia, resulta 
Vlbarr,...,b1) > k. 

Por último, suponiendo que ay < 0, tenemos que el último cambio de signo en p es de la forma 
+ —, y por ende, el último coeficiente de la sucesión finita (b441, ..-- ,b1) cuyo signo es conocido es 
negativo. Dado que bo > 0, tenemos al menos un cambio de signo más, es decir, V(bg+1,...,bo) > 


k+ 1. Con un argumento similar se obtiene la misma conclusión para el caso ag > 0. 


El lema anterior es el paso clave a fin de mostrar la validez de la siguiente estimación sobre la 
cantidad de raíces positivas, conocida como la regla de los signos de Descartes. 


Teorema 7.2.20 (Regla de los signos de Descartes). Sea p un polinomio en R[x]. Entonces la 
cantidad de raíces positivas de p, contadas con multiplicidad, no puede ser mayor que V (p). 


Demostración. Escribamos a p en la forma p = (x— 0)" ---(x— 0%,)""q, donde a; > 0 para 
¡=1,...,r y q es un polinomio (eventualmente constante) que no tiene raíces positivas. Aplican- 
do sucesivamente el Lema 7.2.19, vemos que V(p) > nı +- +n, +V(q) > ni +- +n. Esto 


concluye la demostración. 


Ejercicio 7.2.21. Sea p € R[x] un polinomio de grado d con a lo sumo (d +1)/2 coeficientes no 
nulos tal que p(0) 4 0. Demostrar que p no tiene todas sus raíces reales. ¿Es cierto el enunciado 


si p(0) =0? 


Ejercicio 7.2.22 (Un caso particular de la Regla de Descartes). Sea p € R[x] un polinomio tal 


que V(p) = 1. En tal caso, podemos suponer sin pérdida de generalidad que p = agx! 


de X°t! — aex? —---— ag, con ai > O para 0 < i < d, ag > 0 y a. > 0. 


1. Demostrar que la función q : Ryo — R definida por q(x) := x° p(x) = aax4~° 
e+ 1X— Ae —***—ayx © es estrictamente creciente. 


2. Determinar, en función de los coeficientes de p, reales positivos œ < B tales que p(Q) < 
0 < p(B). Probar que el método de bisección, comenzando en el intervalo |a, B|, obtiene 
una raíz positiva de p. 


3. Concluir que p tiene una sola raíz real positiva. 


Ejercicio 7.2.23. Mostrar que el polinomio xè + x’ — 11x% — 14° + 231% + 451% — 37x? — 10 no 
tiene todas sus raíces reales. 


Ejercicio 7.2.24. Supongamos que p := x!! + x8 — 3x° + xf + xX — 2x? +x-—2 es el polinomio 
característico de una matriz A € R!!! ¿Cuántos autovalores positivos puede tener A como 


máximo? ¿Cuántos negativos? ¿Es posible diagonalizar A en R? 
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7.3. Cantidad de raíces en un intervalo: la regla de Sturm 


Si bien la regla de Descartes nos provee estimaciones sobre la cantidad de raíces reales de un 
polinomio, dichas estimaciones no nos permiten determinar de forma precisa cuántas raíces reales 
tiene un polinomio con coeficientes reales ni dónde éstas se encuentran ubicadas. El propósito de 
esta sección es discutir un resultado, conocido como la regla de Sturm, que nos permite determi- 
nar exactamente la cantidad de raíces reales de un polinomio dado en un intervalo. En particular, 
combinando este resultado con estimaciones sobre el valor absoluto de las raíces reales (como las 
del Lema 7.2.13), obtenemos la cantidad exacta de raíces reales de un polinomio con coeficientes 
reales. 

Cabe destacar que la regla de Sturm es un resultado central en el ámbito del estudio y loca- 
lización de las raíces reales de polinomios reales. Para otros resultados en esta dirección, puede 
consultarse, entre otros, el libro [Mig92]. 

Una primera observación de importancia es que, a efectos de determinar la cantidad de raíces 
reales de un polinomio dado en un intervalo, podemos suponer sin pérdida de generalidad que 
todas las raíces reales del mismo son simples. En efecto, sea p € R[x] un polinomio no constante. 
Afirmamos que las raíces reales de p coinciden con las raíces reales del polinomio pea := p/q, 
donde q € R[x] es el máximo común divisor entre p y el polinomio derivado p’. En efecto, si 
a € Res una raíz de multiplicidad k de p, entonces p = (x— a)*r(x), donde r € R[x] satisface 
la condición r(a@) 4 0. Es fácil ver que el polinomio derivado p’ tiene una factorización de la 
forma p’ = (x— 0)! s(x), donde s(a@) 4 0 (Lema 0.2.10). En consecuencia, q = mcd(p, p”) = 
(x— a)*!t(x) con t(a) 4 0, de donde concluimos que p/q tiene una factorización de la forma 
Pred = p/q = (x— &)u(x) con u € R[x] y u(œ) 4 0, es decir, œ es una raíz simple de p/q. 


Ejemplo 7.3.1. Consideremos el polinomio 


p= — 8x £25 — 38X 10838 = (x— 1) (2). 


En tal caso, tenemos que p' = 5x* — 32x? + 751? — 76x + 28, y el máximo común divisor de p y p' 
es el siguiente polinomio: 


q:=mcd(p, p') =x — 5x? +8x—4 = (x— 1)(x— 2). 


Por lo tanto, el polinomio Pred := p/q es 


Pred =x 3x4 2= (x DG 2). 
Constatamos que Pred tiene las mismas raíces que p, todas con multiplicidad 1. 
En consecuencia, a efectos de determinar la cantidad de raíces reales de un polinomio p € R[x] 
en un intervalo dado, vamos a suponer sin pérdida de generalidad que p tiene todas sus raíces 


reales simples; o, más generalmente, 


(H1) p no tiene factores comunes en R[x] con su polinomio derivado p’. 
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7.3.1. El algoritmo de Sturm 


Supongamos que p € R[x] satisface (H1). El algoritmo de Sturm, a partir del cual deducimos 
la regla de Sturm, funciona en base a la siguiente versión modificada del algoritmo de Euclides 
(ver la Sección 0.2.2), comenzando con fo: =p y fi := p": 


fo = fia-h, 
han- fr, 


= 
II 


f--2 = Fr1Gr-1 — fr, 
frqr— 0. 


> 
| 
ll 


Según (H1), el máximo común divisor entre p y p’ es igual a 1. En consecuencia, el último resto no 
nulo en el algoritmo de Euclides aplicado a p y p’ resulta constante (Teorema 0.2.7). Concluimos 
que f, € R\ {0}. 

Consideramos la sucesión de Sturm 


F = (for fis fr). 


Dado c € R, denominamos V (c) a la cantidad de cambios de signos en la sucesión finita Z (c) := 
(folc), fi(c),..., f,(c)). La regla de Sturm afirma que, si a y b son dos números reales con a < b 
que no son raíces de p, la cantidad de raíces reales de p en el intervalo [a, b] coincide con la di- 
ferencia V (a) — V(b). Para ver que esto es así, vamos a estudiar cómo aumenta V (c) a medida que 
c avanza desde el extremo izquierdo a hasta el extremo derecho b del intervalo en consideración. 
Supongamos que 
a< Q <0 << as <b 


son las raíces reales de todos los polinomios fo,...,f de la sucesión de Sturm en el intervalo 
(a, b). Tenemos en primer lugar la siguiente observación. 


Observación 7.3.2. Ningún a; puede ser raíz de dos elementos consecutivos fi y fi+1 de la suce- 
sión de Sturm. 


Demostración. Si f;(0j) = f;+1 (0) =0, dado que fj = fi+1qi+1 — fi+2, concluimos que f;+2(01;) 
= fala) gi41(Q;) — fi(aj;) = 0. Argumentado de esta manera, deducimos que f,(œ;) = 0, lo 
cual contradice el hecho de que f, es un polinomio constante no nulo, y por lo tanto no posee 


raíces reales. 


Nuestra segunda observación concierne el comportamiento de V(c) cuando c varía en un inter- 
valo (0%;, 02¡+1). Tenemos que ninguno de los polinomios f; de la sucesión de Sturm posee una raíz 
real en intervalo (œj, %;+1). Si existieran c1,c2 € (Œj, A+ 1) tales que el signo de f;(c1) es distinto 
del signo de f;(c2), entonces, por el Teorema de Bolzano en R (que vamos a discutir en la Sección 
8.1) concluiríamos que existe una raíz de f; en el intervalo (œj, +1), contradiciendo la definición 
de (0;, &j+1). En resumen, tenemos la siguiente observación. 
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Observación 7.3.3. Si c1,c2 € (Qj, j+1), entonces la sucesión Z (cı) tiene los mismos signos 
que la sucesión 4 (cz). En particular, V (c1) = V (c2). 


Resta analizar cómo varían los signos de la sucesión de Sturm .7(c) cuando pasamos de un 
intervalo (œj—1, œj) al intervalo siguiente (œj, +1). Fijemos c1 € (j—-1, Oj) y co € (Aj, O41). 

Si fo(a¡) =0, dado que fo y fı no poseen raíces comunes (Observación 7.3.2 o hipótesis (H1)), 
resulta f (0) 4 0. 


= Si fı(&;) >0, entonces fı (c) > 0 para cada c € (0%;-1, &j+1), por lo que fo resulta creciente 
en (0-1, +1). Dado que fo(a;) = 0, concluimos que fo(c1) < 0 < fo(cz). En particular, 
las correspondientes sucesiones de signos son las siguientes: 


I(a)=l=+...) y Fla) =(+,+,...). 


= Si f¡(0¡) <0, argumentando de forma similar vemos que fo es decreciente en (A;_1, 041). 
Por lo tanto, fo(c1) > fo(a¡) =0 > fo(c2), y las correspondientes sucesiones de signos son 
las siguientes: 


PSA y Ple) == 0d 


En ambos casos, el efecto de pasar de un intervalo (œj—1, œj) al intervalo siguiente (œj, %j+1) es 
que la cantidad de cambios de signos se incrementa en 1, es decir, V (c1) — V (c2) = 1. Así, tenemos 
la siguiente observación. 


Observación 7.3.4. Si a; es raíz de fo, dados cı € (Qj-1,0;) y c2 E (Qj, 0j+1), tenemos que 
V(ci) =V(c2) +1. 


Consideramos ahora el caso en que œj es raíz de f; con i > 0 y pasamos de un intervalo 
(0-1, Œj) al intervalo siguiente (œj, œj+1 ). Fijamos nuevamente c1 € (Qj—1, Oj) y cz E (Aj, &j41). 
Por la Observación 7.3.2 tenemos que f-1(0) 40 y fi+1(0;) 4 O, de lo que concluimos que 
tanto f;_; como fj, no cambian de signo en el intervalo (@j_1, +1). Especializando la identidad 


fo) = fil) qi(x) — fin (x) (7.12) 


vemos que fj-1(@j;) = —fi+1(@;), es decir, fi_-1 y fi+1 tienen signos opuestos en &;. En particular, 
las sucesiones de signos en c1 y c2 son de la forma 


Z (cı) = Ge oe ae ae) y F (c2) = (ss? heey ble o 
F (cı) = (= E y F (c2) = Cx race E 
En ambos casos, independientemente del signo de f;(c1) y f;(c2), la cantidad de cambios de signos 


V (c1) y V(c2) es la misma. Resumimos esta discusión en la siguiente observación. 


Observación 7.3.5. Si œj es raíz de algún f; con i > 0, dados cı € (@j—1, Œj) y c2 E (Oj, Aj41), 
tenemos que V (c1) = V (c2). 


Si fi(a) = 0 0 f;(b) = 0 para i > 0, entonces la conclusión es similar a la anterior: suponiendo, 
por ejemplo, que f;(a) = 0, tanto f;_-1 como f;+1 no se anulan en a, y especializando la identidad 


128 


7.3. Cantidad de raices en un intervalo: la regla de Sturm 


(7.12) en x = a concluimos que fj-1 y fi+1 tienen signos opuestos en a. Así, tenemos la siguiente 
observación. 


Observación 7.3.6. Si a o b son raíces de algún f; con i > 0, dados cı € (a, 01) o c2 € (As, b), 
tenemos que V (a) = V (c1) y V(c2) = V(b). 


7.3.2. El Teorema de Sturm 


A partir de todas las observaciones previas podemos relacionar la diferencia V(a) — V(b) con 
la cantidad de raíces reales del polinomio p en el intervalo [a,b]. En efecto, si a < 04, < œ < 
--- <Q; < b son las raíces reales de todos los polinomios fo,..., fy de la sucesión de Sturm en el 
intervalo (a,b), de acuerdo con las Observaciones 7.3.3 y 7.3.6, tenemos que 


= la cantidad de cambios de signos V (c) se mantiene constante en cada uno de los intervalos 
[a, 0%), (Œj, Oj+1) para (1 < j <s—1) y (0, b]. 


Asimismo, de las Observaciones 7.3.4 y 7.3.5 concluimos que 


= la cantidad de cambios de signos V (c) aumenta en 1 de un intervalo (0%; ¡, @;) al intervalo 
siguiente (œj, Œj+1) si y solo si p(a;) = 0. 


En consecuencia, la cantidad de cambios signos V(c) aumenta en 1, cuando “avanzamos” en el 
intervalo [a, b], tantas veces como raíces reales del polinomio p haya. Así, deducimos el siguiente 
resultado, conocido como el Teorema de Sturm. 


Teorema 7.3.7 (Sturm). Si a < b no son raíces del polinomio p, entonces la cantidad de raíces 
reales de p en el intervalo [a,b] es igual a V (a) — V(b). 


Ejemplo 7.3.8 (Continuación del Ejemplo 7.3.1). Recordamos que, dado el polinomio p := x° — 


814 + 25x3 — 381? + 28x— 8 = (x— 1)?(x—2)*, por medio de cálculos de máximo común divisor 


hemos obtenido el polinomio “reducido” 


Pred :=X —3x+2 = (x— 1)(x— 2), 


que tiene las mismas raíces que p, aunque con multiplicidad 1. A este polinomio podemos aplicarle 
el Teorema de Sturm. 


La sucesión de Sturm asociada al polinomio Pyeq es la siguiente: 
fo := Pred =z —3x+2, fi = (Pred)! =2x— 3, f = 1/4, 


donde f es el opuesto aditivo del resto en la división de fo por fı. En particular, el comporta- 
miento de la sucesión de signos de 4 (c) es el siguiente: 


h,=,+) sicE (0,1), 
si c € (1,3/2), 
sic € (3/2,2), 


si c € (2, +00). 


? 7 


7 


( 

e. 
(++ 
(hs +, 


y 


bi , 


? , 
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Vemos entonces que la cantidad de cambios de signos decrece en I cuando atravesamos una raiz 
de Prea, en tanto que se mantiene constante en el caso restante (c = 3/2). 


Ejercicio 7.3.9. Sea p := xX + ax+b un polinomio cúbico con a 4 0. 


1. Demostrar que si 4a? +27b? > 0, entonces p tiene una sola raíz real. 


2. Demostrar que si 4a? +27b? < 0, entonces p tiene tres raíces reales distintas. (Sugerencia: 
observar que, en tal caso, a < 0.) 


3. Si 4a* + 27b? =0, probar que no se puede aplicar la regla de Sturm directamente al poli- 
nomio p. Demostrar que, de todos modos, p tiene sus tres raíces reales. 


Ejercicio 7.3.10. Demostrar que el polinomio p := x* + ax? +bx—c, donde a>0,b>0yc>0, 


tiene exactamente dos raíces reales. 


7.4. Ecuaciones generales: aspectos cuantitativos 


En esta sección vamos a combinar los resultados cualitativos que hemos obtenido en las sec- 
ciones anteriores, fundamentalmente el resultado de localización de las raíces (Lema 7.2.13) y la 
regla de Sturm (Teorema 7.3.7), con los métodos de bisección y Newton, que hemos utilizado a fin 
de determinar la raíz n—ésima de un número real positivo dado, a efectos de resolver ecuaciones 
polinomiales. 


7.4.1. Un método seguro: la regla de Sturm + bisección 


Consideramos la ecuación 
p(x) =0, (7.13) 


donde p=x"+ay_¡x 7! +-.-.+ ap € R[x] es un polinomio de grado d > 0. De acuerdo a lo que 
hemos dicho a propósito de la regla de Sturm (Sección 7.3), sin pérdida de generalidad podemos 
suponer que p satisface la siguiente hipótesis: 


(H1) p no tiene factores comunes en R[x] con su polinomio derivado p”. 


El Lema 7.2.11 nos proporciona la siguiente estimación de las raíces reales de p: si œ € R es una 
solución de (7.13) y M := max{|a;| : 0 < i < d — 1}, entonces 


la] <24+M. (7.14) 


El primer paso es determinar si la ecuación (7.13) tiene soluciones reales. Si hay una solución, 
entonces ésta satisface (7.14). Así, aplicando la regla de Sturm a p en el intervalo [-2— M,2 +M] 
determinamos el número exacto de soluciones reales de (7.13) y, en particular, si existe alguna 
solución. 
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La primera etapa: aislar las soluciones 


Supongamos ahora que tenemos N > 1 soluciones de (7.13). Nos proponemos determinar estas 
soluciones, es decir, determinar aquellas soluciones que podamos determinar explícitamente, por 
medio de una cantidad finita de pasos, y determinar sucesiones que convergen a cada una de las 
restantes soluciones. Para esto, vamos a refinar progresivamente el intervalo de búsqueda, a fin de 
obtener N intervalos disjuntos en los cuales (7.13) tiene una sola solución. En cada uno de estos 
intervalos, de manera similar a lo que hemos hecho a propósito de la resolución de la ecuación 
x? = 2 en la Sección 2.1, que luego generalizamos en la Sección 7.1 a fin de determinar la solución 
positiva de x” = a, conn € N y a > 0 arbitrarios, vamos a poder aplicar el método de bisección. 

Sea entonces lo := [Ao, Bo] := [-2— M,M +2] y Co := (Ao + Bo)/2. Subdividimos Jp en los 
intervalos 1 := [Ao,Co] y P := [Co, Bo]. Aplicamos la regla de Sturm en ambos intervalos y 
nos “quedamos” con alguno de estos intervalos (o ambos) si la cantidad de raíces reales de p en 
el mismo es mayor o igual que 1. Ahora, subdividimos cada uno de los intervalos i) e 12 que 
contenga más de una solución de (7.13) en dos intervalos de la misma longitud, y aplicamos la 
regla de Sturm en cada subintervalo a fin de determinar cuántas soluciones reales tiene (7.13) en 
el mismo. 

Así, proseguimos hasta que, o bien el extremo de alguno de estos intervalos es una solución de 
(7.13), en cuyo caso habremos determinado explícitamente una solución de (7.13), o bien cada 
uno de los intervalos resultantes contiene una única solución de (7.13) (ver la Figura 7.1 por un 
ejemplo de este proceso). 


y 


y=p(x) 


Figura 7.1.: El proceso de determinación de los N intervalos. 


El siguiente resultado asegura que este proceso funciona correctamente. 


Teorema 7.4.1. Sea N > 0 la cantidad de soluciones de (7.13). El algoritmo descripto determina 
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explícitamente M < N soluciones de (7.13) y N —M intervalos cerrados y acotados, de interior 
disjunto dos a dos, en los cuales p tiene una única raíz real. 


Demostración. A cada paso del proceso, clasificamos los intervalos que se determinan en “pro- 
cesables” y “procesados”. Simultáneamente, “guardamos” las soluciones de (7.13) que aparecen 
como extremos de alguno de los intervalos considerados. Así, si el extremo œ de algún intervalo es 
una raíz de p, dividimos a p por x— & y seguimos el proceso con el polinomio p/(x— a). Además, 
guardamos a Q en la lista de raíces de p. 

En una etapa de “procesamiento”, cada intervalo ““procesable”, que por definición contiene al 
menos dos raíces de p, se subdivide en dos subintervalos de la misma longitud, en cada uno de 
los cuales se determina la cantidad de raíces reales. Si alguno de estos subintervalos contiene una 
sola raíz de p, y ésta no coincide con ninguno de los extremos de este subintervalo, entonces lo 
guardamos en la lista de intervalos “procesados”. Por otro lado, si algún subintervalo contiene más 
de una raíz real de p, entonces lo incluimos en la lista de intervalos a “procesar” en la siguiente 
etapa. Por último, si un subintervalo no contiene raíces reales de p, lo descartamos. 

El proceso termina cuando no quedan más intervalos por procesar, en cuyo caso tenemos aislada 
a cada solución de (7.13), sea porque la hemos determinado explícitamente, o porque resulta la 


única solución en un intervalo “procesado”. 


Ejemplo 7.4.2. Consideramos la ecuación x* — 1213 +301?— 12x+1=0. De acuerdo con (7.14), 


tenemos que, si M := 30, entonces las soluciones a de esta ecuación satisfacen la estimación 
|a| <2+M = 32. 


En la tabla a continuación mostramos, para cada N > 0, los intervalos “procesados”, junto con 
la cantidad de raíces de la ecuación en cada uno de ellos. Como hemos dicho, cuando obtenemos 
un intervalo en el cual hay una única solución, éste ya no se procesa. 


Etapa Intervalo # raíces Intervalo # raíces 

N=0|h=[=3232] 4 

N=1 | h = [0;32] 4 

N=2 | h = [0;16] 4 

N=3 | IP = [0;8] 3 | I =[8;16] 1 

N=4 | 1” =(0;4] 3 | 1% =[8;16] 1 

N=5 IS” =(0;2] 2 |P = (2:4) 1 
10) = [8,16] 1 

N=6 | 1P = [0;1] 2 |P = [2;4 1 
1°) = [8,16] 1 

N=7 IP =(0;0,5] 2 | =[2:4] 1 
1%) = [8,16] 1 

N=8 | =[0;0,25) 1 |i =[0,25;0,5] 1 
19) = [2:4] 1 | = [8;16] 1 
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Ejercicio 7.4.3. Separar las raices reales de los siguientes polinomios: 


LL p:=xX-2+x-4x-2, 2. pee to di 


La segunda etapa: aproximar las soluciones 


Supongamos ahora que tenemos un intervalo [a,b] en el cual (7.13) tiene una única solución ar € 
(a,b). Como vamos a ver más adelante (Lema 7.4.9), resulta p(a) - p(b) < 0, lo cual nos permite 
aplicar el método de bisección a fin de determinar la única solución de la ecuación p(x) = 0 en 
[a,b], como discutimos a continuación. 

Escribamos ay := a, bo := b y co := (ao + bo)/2. Si p(co) # 0, definimos el intervalo 1) := 
[a¡,b1] como la mitad izquierda o derecha de lọ := (ag, bo] en la cual p “cambia de signo”. 


Luego, determinamos cı := (a; + b1)/2 y subdividimos a J; en los intervalos 1) := [a],c1] y 


1 ; : ; j ; í 
r ) := [c1,b1]. Si p(c1) % 0, definimos a h como el intervalo 19 en el cual p cambia de signo. 
Prosiguiendo de esta manera, construimos una sucesión de intervalos cerrados, acotados y encaja- 


dos lo D I) D h > --- con las siguientes propiedades: 
= b,— an = (bo — a0)/2", 
= plan): pb) <0. 

(ver la Figura 7.2 por un ejemplo de este proceso). 


y 


A 


y = p(x) 


Figura 7.2.: El proceso de bisección en un intervalo. 


Supongamos que ningún punto c, es raíz de p. Dado que, por definición, 


lim (by — dn) = 0, (7.15) 


n—00 
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la Hipótesis 2 de completitud asegura que la intersección de la sucesión de intervalos (Z )n>0 
consiste exactamente de un punto, digamos 


N h= {a}. 


n>0 


Tenemos entonces que an < & < bn para cada n > 0, por lo que 
0< b,— æ< by — ay 


para cada n > 0. Así, teniendo en cuenta (7.15), por la propiedad sandwich (Lema 3.1.35) con- 
cluimos que lím,,y0b, = a. Esto y (7.15) a su vez implican que lim,_,.a, = a. Finalmente, 
combinando estas dos igualdades, el hecho de que p(an)- p(bn) < 0 para cada n > 0 y la continui- 
dad de p, concluimos que 

0> lim pan) -p(b,)=p(a)' >0, 


es decir, p(a@) = 0. Resumimos todas estas consideraciones en el siguiente enunciado. 
Teorema 7.4.4 (Bolzano). Sean a,b € R cona < by p € R[x] tales que p(a) - p(b) < 0. Entonces 


existe a € [a,b] tal que p(a@) = 0. Más aún, o bien & = cn para algún punto cn del método de 


bisección precedente, o bien la sucesión (Cn)n>0 converge a Q. 


Una consecuencia importante del Teorema de Bolzano es que todo polinomio p € R[x] de 
grado impar tiene una raíz real, como discutimos a continuación. 


Ejemplo 7.4.5. Sea p € R|x] un polinomio de grado impar. Sin pérdida de generalidad, podemos 
suponer que p es mónico, es decir, p es de la forma 


p:=xX +a 0 + +40, (7.16) 


siendo n € N un número impar. En efecto, si p no es mónico, es decir, p = anx” +--+ ao con 
an # 0, entonces a p es mónico y tiene las mismas raíces que p. 

Argumentando como en la demostración de la estimación de las raíces del Lema 7.2.11, sea 
M :=máx(la¡|:0<i<n—1). Tenemos que, si & > 1+M, entonces 


a”"—1 Ma" a” 
a)>0"-Mo”!-...—M=0"-M > q” = a@—1—M)>0. 
p(a@) > a-1% a—1 a Ye 
Por otro lado, tenemos que 
Ma" a” 
p(—@) <-—a"+M(a™!+..-41) <-a"4 a ¡(0 1M) <0. 


Concluimos que p cambia de signo en R y, por lo tanto, el Teorema de Bolzano (Teorema 7.4.4) 


asegura que p tiene una raíz real, como queríamos demostrar. 
Ejercicio 7.4.6. Sea p € R[x] un polinomio mónico de grado d > 0 par. 


1. Demostrar que existe M > 0 tal que p(a@) > 0 para cada a con |&| > M. 
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2. Demostrar que, si existe & € R con p(a) < 0, entonces p tiene al menos dos raíces reales 
distintas. 


Ejercicio 7.4.7. Sea p := aax? +---+a9 € R[x] un polinomio de grado d > 0 par. Demostrar que 
si aqao < 0, entonces p tiene una raíz positiva y una raíz negativa. 


Ejercicio 7.4.8. Dados números reales aj < az < +++ < a2n—1 < an y A, demostrar que 


(x —ay)(x— a3) +++ (x— an1) +A? (x — a) (x — 4) +++ (x= azn) 
tiene n raices reales distintas. 


Para concluir la discusión sobre la segunda etapa de nuestro método de resolución de ecuacio- 
nes polinomiales, hemos afirmado que, en cada uno de los intervalos que nos provee la regla de 
Sturm, podemos suponer que el polinomio en consideración cambia de signo. El siguiente resul- 
tado asegura que esto es así. 


Lema 7.4.9. Si p satisface (H1) y [a,b] es un intervalo real en el que p tiene una sola raíz real 
a € (a,b), entonces pla) - p(b) < 0. 


Demostración. Dado que p satisface (H1), œ es una raíz simple de p, por lo que existe q € R[x] 
tal que p = (x— 0%) -q y q(a@) £0 (Lema 0.2.10). Dado que la única raíz de p en el intervalo [a,b] 
es a, deducimos q no tiene raíces en [a,b]. En consecuencia, g(a) y q(b) tienen el mismo signo, 
ya que, en caso contrario, por el Teorema de Bolzano (Teorema 0.3.1 o 7.4.4) concluiríamos que 
q tiene una raíz real en el intervalo [a,b]. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que g(a) > 0 y 
q(b) > 0. Entonces 

p(a) = (a— @)q(a) < 0 < (b— &)q(b) = p(b). 


Esto concluye la demostración del lema. 


7.4.2. El método de Newton para ecuaciones polinomiales 


En la sección previa hemos discutido un método que nos garantiza determinar todas las solucio- 
nes reales de una ecuación polinomial p(x) = 0 dada, siendo p € R[x] un polinomio no constante. 
El método, que combina la regla de Sturm con el método de bisección, determina algunas solucio- 
nes en forma exacta y produce sucesiones que convergen a cada una de las soluciones restantes. 
Desafortunadamente, dicho método puede resultar sumamente lento, dado que el intervalo en el 
que comienza la búsqueda puede ser “grande” y el método de bisección es lento (obtener cada nue- 
vo dígito decimal de la solución en consideración requiere aproximadamente de 3 a 4 iteraciones). 
En la discusión sobre la solución de x* = 2 (Capítulo 2), que hemos generalizado posteriormente 
al caso de raíces enésimas de reales positivos (Sección 7.1), hemos visto que hay una alternativa 
mucho más eficiente al método de bisección: el método de Newton. Nuestra intención es discu- 
tir cómo se aplica el método de Newton a fin de resolver ecuaciones polinomiales y establecer 
resultados de convergencia. 
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El método de Newton 
Nuevamente, consideramos una ecuación de la forma 
p(x) =0, (7.17) 
donde p = x4 + pa-1x®! +--+- + po € R[x] es un polinomio de grado d > 0 cuyas raíces son 
simples, es decir, satisface la siguiente hipótesis: 
(H1) p no tiene factores comunes en R[x] con su polinomio derivado p’. 


Supongamos que tenemos una aproximación inicial ag de una solución & de (7.17). Llamamos 
ey al error que cometemos en dicha aproximación, es decir, ey := & — ag, de forma tal que @ = 
ay +€e0. Como ya hemos dicho anteriormente, la idea clave del método de Newton es “linealizar” la 
ecuación (7.17). Para esto, suponiendo que ey es “significativamente menor” que ag, observamos 
que, si k € N, entonces 


Ke FPN Eana 
(ao +e0)* = y (‘) alek xak + kak “eg, 
j=0 


si se desprecian términos de orden al menos cuadrático en eg. Concluimos entonces que 


d d 
0=p(@) =p(ao+ e0) =} prlao+ eo) ~ Y pilas +kag 'eo) 


k=0 k=0 
d d ; 
= Y pray +} pikas "eo = p(ao)+p' (ao)eo, 
0 k=0 


si en p(ap + e0) se desprecian términos de orden al menos cuadrático en ey. Así, tenemos que 
0 = play) +p'(a9)eo, de lo cual, suponiendo que p'(ap) 4 0, concluimos que 


P(ao) 
p'(ao) 


Esto sugiere que la siguiente fórmula provee una “mejor aproximación” a; de @ que ao: 


e == 


EA plao) 


pay) 


Si ahora consideramos refinamientos sucesivos de nuestras aproximaciones con el argumento pre- 
cedente, obtenemos la sucesión (a,)»>0 definida por 


üni a plan) (1.18) 
p'(an) 


(suponiendo que p’ (an) 4 0 para cada n > 0). Ésta es la sucesión del método de Newton aplicado 
a la ecuación p(x) =0. 


Ejemplo 7.4.10. Consideramos nuevamente la ecuación x* — 12x? + 301? — 12x+ 1 = 0 del Ejem- 
plo 7.4.2. Siendo f :R —> R, f(x) := xf — 12x? + 301? — 12x+ 1, la sucesión (an)n>0 del método 
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de Newton, comenzando en ao € R, es la siguiente: 


flan) at — 12a? +30a2 — 12an + 1 


Flan) "7 4a3— 3642 + 60a, — 12 


An+1 := An 


De todas maneras, es importante señalar que, si bien nuestro argumento sugiere que los errores 
mejoran, y por lo tanto, la sucesión del método de Newton converge, para elecciones “desafortuna- 
das” de la “aproximación inicial” ag, dicha sucesión no necesariamente converge, como vemos 
en el ejemplo a continuación. 


3 


Ejemplo 7.4.11. Consideremos la ecuación x’? —x=0. La sucesión del método de Newton (an) n>0 


correspondiente a esta ecuación es 


3 3 
A — An 2a; 


3—1 3021 


an+1 = An 


Supongamos que elegimos ay := 1 / v5. Tenemos entonces que 


US” 2545) 1: ee ae 
i Seat? us ag n es 


3(=ap)?=1 3a5-1 
Concluimos que a3 = —1/V5, a4 = 1/v5, etc. (ver la Figura 7.3). 
y 


y=x*=x 


ao 


a 


Figura 7.3.: El método de Newton aplicado a x? — x = 0. 


Un resultado general de convergencia local 


Una primera observación de importancia es que, si una sucesión del método de Newton conver- 
ge, converge a una solución de la ecuación en consideración. En efecto, dado ay € R, consideramos 
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la sucesión (7.18) del método de Newton, aplicada a la ecuación (7.17), donde las raíces reales del 
polinomio p son simples, o más precisamente, p satisface la hipótesis (H1). Supongamos que esta 
sucesión está bien definida, es decir, p'(a,) 4 0 para cada n > 0, y existe & := líM_y00 An. Dado 
que ding1 = an — plan)/p"(an), resulta p' (an) (an — an+1) = p(n), y por lo tanto, 


lím p'(an)(an —an+1) =p'(9):0=0= lim p(an) = p(@). 


n= 


Así, hemos demostrado el siguiente resultado. 


Lema 7.4.12. Sea (a,)»>0 la sucesión (7.18) del método de Newton aplicada a la ecuación (7.17). 


Si (an)n>0 está bien definida y existe & := límy-30 an, entonces p(a) =0. 


En vistas de este resultado, se trata ahora de determinar condiciones bajo las cuales la sucesión 
del método de Newton converge, en cuyo caso el límite resultará una solución de la ecuación en 
consideración. En tal sentido, el Ejemplo 7.4.11 muestra que no siempre dicha sucesión converge. 


Sea œ € R una raíz de p. De acuerdo con el Teorema de Taylor (Teorema 7.2.6), podemos 
expresar a p por su escritura en potencias de (x— (2): 


" (d) 
a a 
p=p'(a)(x ay+ PS re at th dy ay: (7.19) 
Sea a € R una aproximación de @ tal que p’(a) Æ 0. Queremos concluir que si a está suficiente- 
mente cerca de a, entonces la sucesión del método de Newton, comenzando en a, converge a @. 
Para esto, definimos N,(x) := x— p(x)/p'(x) y estudiamos el error que cometemos al aproximar 
a por N,(a), en relación con a — Y. Tenemos que 


CI OA ala) 
Np(a)- & = 0 =a— 04 ta) ( a) (1 ) 


siendo q el polinomio q := p/(x— a). Dado que q: (x— a) = p, tenemos que q' -(x-0)+q=p, 
y por lo tanto, q = p' — q' - (x— a). En consecuencia, 


=f; pi(a)—d(a)-(a-@)\ yo da) 
Np(a)- a = ( a) (1 TA Jl a) na) (7.20) 


Esta identidad sugiere que, a fin de estimar el error |N,,(a) — @|, es necesario acotar superiormente 


\q'(a)| e inferiormente |p'(a)|. Para esto, de (7.19) deducimos que 


E d pW(a) = ie d pa) ` 
p e Lea 1 q SEIEN a (ay, 


Dado que p no tiene raíces múltiples, ya que satisface la hipótesis (H1), y p(a@) = 0, resulta 
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p'(a) 4 0. En consecuencia, si |a — œ| < 1, entonces 


p” (aœ) 


gpi A a >lo- 


d 
p*(a)| > |p"(a)| - Y 


k=2 


daki a 
/ a)| < y z |p (a)||a— aj 2< sn |p er 
k=2 * 


Sea M := Y4_,|p(a)|/(k— 1)! y supongamos que ja — a| < min{1,|p’(a)|/2M}. Tenemos 
entonces que 


1 
Q 
pa)! > |p"(@)|—|a— ajm > PO 
y |q'(a)| < M. Por lo tanto, de (7.20) deducimos que 
2M 
N al < 2 < 
| p(a) | la | |p'(a)| la | 


Este análisis es el punto clave para demostrar la buena definición y convergencia local de la suce- 
sión del método de Newton a @, como vemos a continuación. 


Teorema 7.4.13 (Convergencia local del método de Newton). Sea p € R[x] un polinomio de grado 
d > 2 que satisface (H1), sea & € R una raíz de p y sea M :=Y4_, |p (a)|/(k—1)!. Si jao- | < 
ô := min{1,|p'(a)|/4M}, entonces la sucesión (an)n>0 del método de Newton está bien definida 


y converge a Q. 


Demostración. A fin de demostrar la buena definición, argumentamos de forma inductiva. Dado 
que lay — @| < 6, de nuestro análisis previo tenemos que |p*(ay)| > |p’(a)|/2 > 0, por lo que 
a := ao — plao)/p' (ao) resulta bien definido. Además, 


ao a ô. 


Supongamos ahora que el término a, está bien definido y satisface la condición |an — a| < 6 


|a, — a] = |Np (a0) — a] < lay — œ|? 


para cierto n € N. Entonces |p'(an)| > |p’(@)|/2 > 0, de lo cual concluimos que an+1 := an — 
P(an)/p' (an) está bien definido. Asimismo, 


1 
2 
lan+1 — &| = |Np (an) — &| < |an — ax p < 2|an — a| < ô. 
Esto concluye nuestro argumento y muestra que la sucesión (an)n>0 del método de Newton está 
bien definida. 
Finalmente, las estimaciones precedentes muestran que 


1 
lan+1 aa a| < slan = a| 
2 


para cada n > 0. En consecuencia, |an — &| < 6/2” para cada n > O, de lo que concluimos que 


(dn)n>0 converge a 0%. 
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3 


Ejemplo 7.4.14. Consideremos nuevamente la ecuación x — x = 0. La sucesión del método de 


Newton (an)n>0 correspondiente a esta ecuación es 


An+1 = An = a (7.21) 


Analizamos el resultado de convergencia local precedente para la solución a = 1 de esta ecuación. 
Observamos que 
pi(l)=2, p"(1)=6, p”(1)=6. 


Nuestro resultado de convergencia local del método de Newton (Teorema 7.4.13) asegura que, si 
definimos 


M :=|p"(1)|+ O) =9, 6:=min{1,|p’(1)|/4M} =1/18, 


para cada ay que satisface la condición lay — 1| < 6, la sucesión (an)n>0 definida por (7.21) 
converge a 1. De hecho, vale que, si ag € (1/ V3, +00), entonces la sucesión del método de Newton 
converge a I, lo cual en particular implica nuestro resultado de convergencia local en este caso. 


Ejemplo 7.4.15. Consideramos nuevamente la ecuación x* — 12x? + 301? — 12x +1 = 0 del Ejem- 
plo 7.4.10. Esta ecuación tiene cuatro soluciones, a saber: 


Ot © 0,1147622748, om =0,3550473809, 04 =2,816525494, oy ~ 8,713664850. 


Recordamos que la sucesión (an)n>o del método de Newton es la definida de la siguiente manera, 
comenzando en ay € R: 


n 


flan) — at — 12a? + 30a? — 12an +1 
Flan) -4a3 —36a2 + 60a, — 12 


An+1 := An 


Es interesante notar que, para ay € R arbitrario, si la sucesión (an)n>0 precedente converge, no 
necesariamente lo hace a la raíz más cercana de ao. Más aún, para valores de ay cercanos, 
la sucesión (a, ).>0 puede converger a distintas raíces de la ecuación en consideración, como 


ilustramos en la Tabla 7.1. 


Ejercicio 7.4.16. Consideramos la ecuación xX — 3x2 +2x=0, cuyas soluciones son x = 1, x =2 


y x = 3. Sea (an)n>0 la correspondiente sucesión del método de Newton. 


1. Determinar condiciones suficientes sobre ay que aseguren la convergencia de (an)n>0 a 


cada una de las soluciones de la ecuación. 
2. Estudiar la convergencia de (an)n>0 en los casos ay := 0,1, ao := 1,1 y ap := 2,1. 
3. Estudiar la convergencia de (an)n>0 en los casos ay := 5,4, ao := 5,5 y ao := 5,6. 


El Teorema 7.4.13 es un resultado de convergencia local. Más precisamente, el Teorema 7.4.13 
nos permite asegurar que, si comenzamos el método de Newton en un valor ag “suficientemente 
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Tabla 7.1.: El método de Newton aplicado a xf — 12x3 + 30x” — 12x+ 1 = 0. 


An An an an An 
1.420000000 1.430000000 | 6.000000000 6.500000000 | 7.000000000 
0.246270078 | —2.094835025 | 2.583333333 | —0.689606742 | 27.500000000 
0.723335347 | —1.230443647 | 2.861299196 | —0.303808092 | 21.515502250 
0.457063731 | —0.649642808 | 2.817682052 | —0.073299999 | 17.082445220 
0.374953910 | —0.279113450 | 2.816526305 0.049977384 | 13.838920550 
0.356279285 | —0.059332957 | 2.816525495 0.102086447 | 11.528723360 
0.355052842 0.056690685 | 2.816525491 0.114087213 | 9.983419854 
0.355047381 0.104197364 | 2.816525494 0.114760168 | 9.100241842 
0.355047381 0.114285714 | 2.816525494 0.114762274 | 8.763721379 
0.355047381 0.114761223 | 2.816525494 0.114762275 | 8.714653921 
0.355047381 0.114762275 | 2.816525494 0.114762275 | 8.713665245 


OVOo0DOdhuwynvnr Oj 


pá 


cerca” de una solución & de la ecuación p(x) = 0 en consideración, entonces la sucesión (an )n>0 
del método de Newton necesariamente converge a œ. Por otro lado, la condición 


=Ù 1,——— 
lao |< min { ae ; 


siendo M := Y4_, |p“ (æ)|/(k — 1)!, no es “calculable”, en el sentido de que requiere informa- 
ción sobre el comportamiento del polinomio p en la solución & en cuestión que generalmente no 
está disponible. Desde 1978 en adelante, se determinaron condiciones “calculables” sobre ay que 
garantizan que la correspondiente sucesión del método de Newton (an)n>0 converge a una solu- 
ción de la ecuación en consideración (ver, por ejemplo, [McN07, §5.3] por un panorama actual 
sobre este tipo de resultados). 


Ejercicio 7.4.17 (El método de Newton en presencia de raíces múltiples). Sea p € R[x] un poli- 
nomio de la forma p = (x— 0)” q, con q € R[x] y g(a) £ 0. 


1. Sea N(x) :=x—mp(x)/p'(x). Demostrar que 


q (x) 
ma(x) + (x— a@)q'(x) 


N(x)-0= (xa) 
2. Demostrar que existe 6 > 0 tal que, si |a— | < 6, entonces |q(a)| > |q(@)|/2 y |q (a)| < 
2|q'(@)I. 
3. Demostrar que existe 5' > 0 tal que, si |a— | < 6’, entonces 


la — @|8|q'(a)| 
miq(@)| 


¡N(a) — a| < 
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4. Concluir que existe ©" > 0 tal que, si lay — a| < 6”, entonces la sucesión (an)n>0, 


a plan) 
Pa 


n> 0) 


An+41 := An — 


está bien definida, converge a & y tenemos, para cada n > 0, la estimación 


8lg (a 
i= woe E 


m|q(o)| 
Un resultado de convergencia global para funciones monotonas 


De acuerdo con el Ejemplo 7.4.11, comenzando en ay arbitrario, la sucesión del método de 
Newton (an)n>0 no necesariamente converge a una solución de la ecuación en consideración. Por 
otro lado, el Teorema 7.4.13 asegura que hay convergencia local. Sin embargo, en el estudio de 
las raíces enésimas de reales positivos hemos visto que, comenzando con ay > ¥/a, la sucesión del 
método de Newton necesariamente converge a ¥/a (Ejercicio 7.1.4). El propósito de esta sección 
es explicar por qué esto es así. 

La raíz n-ésima & de un real positivo a es la solución de la ecuación x” — a = 0. La función 
p:R >R, p(x) :=x" — a posee dos características fundamentales que garantizan la convergencia 
de la sucesión del método de Newton (a, )»>0 para cada ag > 0: 


(1) p’(r) >0 para cada r > 0; 
(2) p"(r) >0 para cada r > 0. 


Afirmamos que, si p € R[x] satisface las condiciones (1) y (2) en algún intervalo [a, +00) y la ecua- 
ción p(x) = 0 posee una solución real œ € (a, +%), entonces la sucesión del método de Newton 
(an )n>0 converge a 0. para cada ag € (a, +00). 

En efecto, dado que p es estrictamente creciente en [a, +00) y p(a@) =0, concluimos que p(a) < 
p(a@) =0 < p(r) para cada r > &. Sea ag > & y a] := ay — p(ao)/p'(ao). Es claro que a; está 
bien definido, dado que p’(ao) > 0. Además, p(ao)/p’(ao) > 0, lo cual implica que a, < ao. Por 
último, la función N, : (a,b) + R, Ny(x) := x— p(x)/p' (x) resulta bien definida y es creciente en 
(01, +00), ya que 
pr =P" _ pO"). 

pr? py 


para cada r > a. Por ende, N,(@) = œ < Np(ao) = aj. En resumen, si ag > &, entonces 


Np (r)=1 


aA<aj <a. 


Asi, inductivamente, vemos que la sucesión (an )n>0 del método de Newton, comenzando en ay € 
(œ, +00), está bien definida, es decreciente y acotada inferiormente. En consecuencia, la Hipótesis 
3 de completitud nos asegura que converge. Sea P := lím, 300 an. Dado que se trata de una sucesión 
convergente, el Lema 7.4.12 nos asegura que p(B) = 0. Teniendo en cuenta que œ < P < ap, 
concluimos que B = @. 

Para el caso en que ay € (a, œ), basta tener en cuenta que a; > & y argumentar como en el caso 
anterior. En conclusión, tenemos el siguiente resultado. 
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Teorema 7.4.18 (Convergencia para funciones crecientes y convexas). Sean p € R[x] y ae R 
tales que p tiene una raíz real en el intervalo (a, +%) y se satisfacen las condiciones p'(r) > 0 y 
p"(r) > 0 para cada r > a. Entonces p tiene una única raíz Œ € [a, +%) y, para cada ay > a, la 


sucesión del método de Newton (dn)n>0 converge a Q. 


Ejercicio 7.4.19. Completar la demostración del Teorema 7.4.18: considerar el caso en que ay € 
(a, a). 


Ejemplo 7.4.20. Consideramos la ecuación *+x-3=0, que tiene dos soluciones reales, 0] ~ 
—1,452626879 y œ = 1,164035140. Si llamamos p :=x* +x —3, observamos que p' = 42° +1 y 
p” =12x?. Teniendo en cuenta que p'(r) > 0 y p"(r) >0 para cada r > 0, por el Teorema 7.4.18 
concluimos que la sucesión de Newton (an)n>0 converge a œ para cada ay > 0. 


Ejercicio 7.4.21. Para la ecuación x*+ +x —3 = 0, demostrar que la sucesión del método de 


Newton (dn)n>0 converge a œ para cada ay < —1. 


Un caso en el que las condiciones del Teorema 7.4.18 se cumplen es el de los polinomios cuyas 
raíces son todas reales, como vemos en el ejercicio a continuación. 


Ejercicio 7.4.22 (El método de Newton para polinomios que se factorizan linealmente). Sea p := 
(x— 041) -**(x— Qa), siendo Qi < On <--- < My. 


1. Probar que p' se factoriza en la forma p' = a(x — Bi) ---(x— Ba_1), con 04 < Bi < 0,1 
paral<i<d—1. 


2. Más generalmente, sik € [1,...,d— 1), demostrar que p tiene todas sus raíces reales y 


simples y que 0, < Q < Q para cada raíz a de p. 
3. Concluir que si a > Qq, entonces pe (a) > 0 para0<k<d-=1. 


4. Aplicar el Teorema 7.4.18 y deducir que si ay > Og, la sucesión (an)n>0 del método de 


Newton está bien definida y converge a Qq. 
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En este capítulo, prosiguiendo con la definición “preliminar” del cuerpo ordenado completo de 
los números reales que hemos dado (Definición 6.4.1), retomamos los problemas que nos interesan 
con toda generalidad: se trata de resolver la ecuación f(x) = 0, o el problema de minimización 
mínyea f(x), o el problema de equilibrio f(x) = x, siendo f una función continua definida sobre un 
subconjunto A de R. La cuestión central de este capítulo va a ser la de la factibilidad de nuestros 
problemas modelo. 

En tal sentido, dado un subconjunto A de R y una función continua f : A > R, vamos a esta- 
blecer condiciones sobre A y f que permiten asegurar la existencia de ceros, mínimos o estados 
de equilibrio de f en A. En el caso de las ecuaciones y los problemas de equilibrio, vamos a poder 
establecer la existencia de soluciones de forma constructiva, por medio de un método que nos 
permite obtener una sucesión que converge al punto cuya existencia demostramos. Así, vamos a 
discutir el método de bisección para la resolución de ecuaciones y la iteración de punto fijo para 
la resolución de problemas de equilibrio. Asimismo, las condiciones que deba satisfacer el con- 
junto A sobre el cual resolvemos nuestros problemas modelo nos van a conducir a considerar dos 
nociones básicas de la topología de R: la conexión y la compacidad. 

Finalmente, vamos a constatar que estos resultados de existencia se fundamentan a partir de 


las tres hipótesis de completitud de R, lo cual nos va a proveer de una motivación adicional para 
retomar la definición “preliminar” del cuerpo ordenado de los números reales a fin de transformarla 
en una “definitiva”, lo cual va a ser el tema cental del siguiente capítulo. 


8.1. Existencia de ceros: el Teorema de Bolzano 


Retomando nuestra discusión a propósito de la ecuación x? = 2 del Capítulo 4, hemos visto 
que, si f : R — Res la función definida por f(x) := x? — 2, a fin de resolver la ecuación f(x) =0 
partimos de la siguiente observación: dado que f(1) < 0 < f(2) y f es continua, es “esperable” 
que tengamos una solución de la ecuación f(x) = 0 en el intervalo [1,2]. De hecho, el método de 
bisección nos permite obtener de forma efectiva la solución positiva de dicha ecuación. Esto es un 
caso particular del conocido Teorema de Bolzano, que discutimos a continuación. 

Consideramos ahora una función continua f : [a,b] — R que satisface la condición f(a) < 0 < 
f(b) (o f(a) > 0 > f(b), cuyo análisis se realiza de manera similar). Llamemos Jp := [ao, bo] := 
[a,b], ay := a, bo := b y co := (ao +bp)/2. Como antes, si f(co) = 0, entonces encontramos de 
manera explícita un cero de f en [a,b]. Por otro lado, si f(co) < 0 definimos a) := co y bı := 
bo, en tanto que si f(co) > O definimos a; := ap y bı := co. En otras palabras, si f(co) 4 0, 
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entonces definimos el intervalo I; := [a1,b1] como la mitad izquierda o derecha de Ip := [ao, bo] 
en la cual f “cambia de signo”. Prosiguiendo de esta manera, suponiendo que en ninguna etapa 
del proceso determinamos un cero de f de manera explícita, construimos una sucesión (1,)n>0 := 
([b,, — An] )n>0 de intervalos cerrados, acotados y encajados (es decir, lp > I) D h > ---) tales que: 


a bn — An = (bo —ag)/2", 
= f (an) <0 < f(bn). 


Dado que la longitud de los intervalos /, tiende a 0, esto es, limys.0(bn — dn) = 0, la Hipótesis 
2 de completitud nos asegura que éstos se intersecan en un punto, digamos c. En consecuencia, 
las sucesiones (an)n>0 y (bn)n>0 convergen a c. Con una demostración similar a la del caso x? = 
2 (Lema 4.1.2), o más generalmente, el Teorema de Bolzano para polinomios (Teorema 7.4.4), 
vemos que f(c) =0. 

Finalmente, dado que los intervalos J, están encajados y {c} = „>o In, concluimos que c € 
lo = [a,b]. En resumen, tenemos el siguiente enunciado. 


Teorema 8.1.1 (Teorema de Bolzano — Forma preliminar). Sea f : [a,b] > R una función continua 
tal que f(a)- f(b) < 0. Entonces existe c € (a,b) tal que f(c) =0. 


Cabe destacar que nuestra demostración del Teorema de Bolzano es constructiva, dado que 
permite obtener aproximaciones arbitrariamente precisas del cero de f cuya existencia se asegura, 
para la cual hemos utilizado el método de bisección. Esto se condice con una idea que tratamos 
de transmitir en este texto: obtener un resultado de existencia es, en algún sentido, una primera 
etapa de “trabajo”, importante en tanto nos asegura que nuestra búsqueda tiene sentido. Aun así, 
resta “resolver” la ecuación en consideración, es decir, determinar explícitamente una solución y 
obtener una sucesión que converja a la misma. En tal sentido, una demostración constructiva de 
existencia constituye la situación “ideal” a la que apuntamos. 


Una versión más precisa del Teorema de Bolzano 


Es interesante notar que la demostración del Teorema de Bolzano en ningún momento utiliza la 
hipótesis de que el intervalo / que constituye el dominio de la función f es cerrado y acotado. 


De hecho, reexaminando la demostración, vemos que el “éxito” del método de bisección se debe 
a los dos hechos siguientes: 


1. existen dos puntos a,b en el dominio de f en los cuales f cambia de signo, 
2. cada punto intermedio entre a y b pertenece al dominio de f. 


La necesidad de la condición 1 es evidente. Más interesante es la condición 2, que caracteriza la 
noción de intervalo real. Esto nos conduce a un enunciado más general, aunque menos estándar, 
del Teorema de Bolzano: un función continua definida sobre un intervalo arbitrario / que cambia 
de signo en 7 tiene un cero en /. 


Teorema 8.1.2 (Teorema de Bolzano). Sea I un intervalo real y f : I + R una función continua. 
Si existen a,b € I tales que f(a)- f(b) < 0, entonces existe c E I tal que f(c) =0. 
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Ejemplo 8.1.3. Sea f : (0, +00) > R la función f(x) := xt — 2x? —2/x. Afirmamos que f tiene una 
raíz real positiva. En efecto, tenemos que f(1) = —3, en tanto que f(2) =7 > 0. En consecuencia, 
dado que f es continua y cambia de signo en (0, +00), de lo que concluimos que tiene una raíz 


real positiva. 


En los ejercicios siguientes usamos el Teorema de Bolzano a fin de establecer la existencia de 
puntos con determinadas propiedades. 


Ejercicio 8.1.4 (Sobre la existencia de puntos fijos). Sea AC R y f : A > R una función. Un 
punto fijo de f es un elemento c € A tal que f(c) =c. Observamos que geométricamente un 
punto fijo de f corresponde a un punto en la intersección entre el gráfico de f y el gráfico de la 
función identidad id : R > R, id(x) := x (¡pensarlo!). La Sección 8.3 se va a dedicar a estudiar 
la cuestión de la existencia y unicidad de puntos fijos de funciones reales. 


Sea f : I — R una función continua definida sobre un intervalo real I. 


1. Si f(la,b])*C [a,b] para ciertos a,b € I, demostrar que existe c € I tal que f(c) = c. 
(Sugerencia: considerar la función g:1>R, g(x) := f(x) —x.) 


2. El resultado anterior no es cierto sobre un intervalo I arbitrario: demostrar que la función 
f(x) := x? satisface la condición f((0, 1)) C (0,1), y sin embargo, no posee puntos fijos en 
(0, 1). 


3. Más aún, el resultado anterior tampoco es cierto sobre un intervalo I cerrado arbitrario: 
demostrar que la función f(x) := e satisface la condición f([0,+00)) C [0,+%), y sin 
embargo, no posee puntos fijos en [0, +00). 


Ejercicio 8.1.5 (Métodos de “bracketing”). Una clase de métodos de resolución de ecuaciones, la 
de los denominados métodos de bracketing (que podría traducirse como “poner entre corchetes”), 
se basa en el Teorema de Bolzano. La estrategia de los métodos de bracketing es similar a la del 
método de bisección: dado un intervalo real I, una función continua f : I —>R, y dados a,b € I 
tales que f(a)- f(b) <0, se trata de refinar sucesivamente el intervalo inicial Ip := |ao, bo] := [a,b] 
mediante una sucesión de intervalos cerrados, acotados y encajados (In)n>0 := (lan, bn])n>0 de 
manera tal que f(an)- f(bn) < 0 para cada n > 0. 


1. Demostrar que existe al menos un cero de f en I, para cada n > 0. 


2. Demostrar que si (bn — an)n>0 converge a 0, entonces la intersección Nn>oln consiste de un 
solo punto, digamos c, que pertenece aI. 


3. Demostrar que, en tal caso, f(c) =0. 


Ejercicio 8.1.6 (Método de regula falsi). Un conocido método de “bracketing” es el de la regula 
falsi. En dicho método, partiendo de ay, by € I tales que f(ao)f (bo) < 0, definimos 
do — bo 
ay — =———— 
f (ao) — f(bo) 


'Recordamos que, si S es un subconjunto de /, definimos f(S) := {y € R : existe s € S con y = f(s)}. 


a] := 


f(a). 
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Si f (a1) =0, tenemos una raíz de f. Si no, elegimos bı € Lag, bo} de modo tal que f(a1)- f(b1) < 
0. Así sucesivamente obtenemos una sucesión (In)n>0 := ([An, Dn] )n>0 de intervalos cerrados, aco- 


tados y encajados que contienen una raíz de f. 
1. Interpretar geométricamente la elección de ay. 
2. Demostrar que I, := |a; ,b1] está contenido en |ag, bo]. 


3. Desafortunadamente, la sucesión de longitudes de los intervalos (1,)n>0 no necesariamente 
converge a 0: demostrar que si f es convexa? y creciente en [ao, bo], y f(bo) > 0, entonces 
bn = by para cada n EN. 


4. Afortunadamente, en las condiciones del ítem anterior, la sucesión (an)n>0 converge a la 
(única) raíz de f en [ag, bo]. 


a) Demostrar que (an)n>0 es creciente y acotada, y por lo tanto, de acuerdo con la Hi- 


pótesis 3 de completitud, converge a Q € [ao, bo]. 


b) Demostrar que f(a) =0. 


8.1.1. Una versión topológica del Teorema de Bolzano: conexión 


La demostración del Teorema de Bolzano (Teorema 8.1.2) es exactamente la de la “forma pre- 
liminar” del mismo (Teorema 8.1.1). ¿Por qué enfatizamos la diferencia entre ambos enunciados? 
Porque es importante entender qué característica del dominio / de una función continua f, que 
cambia de signo en J, hace que ésta tenga un cero en J. 

Es claro que no toda función continua que cambia de signo en su dominio va a tener un cero 
en el mismo: por ejemplo, si f : R\ {0} > R es la función definida por f(x) := 1/x, vemos 
que f es continua en A, cambia de signo en A y no tiene ceros en A. Entonces, el Teorema de 
Bolzano es un enunciado sobre funciones continuas, pero también sobre funciones definidas sobre 
un intervalo real. ¿Cuál es la característica de un intervalo que hace que el Teorema de Bolzano 
se satisfaga? La de contener a todos los puntos comprendidos entre dos puntos del mismo. Esta 
propiedad de un conjunto de no estar “desconectado”, que vamos a denominar conexión, es la 
característica que buscamos. Por otro lado, si bien el método de bisección restringe la situación al 
intervalo fao, bo] cerrado y acotado en donde la función cambia de signo, esto es esencialmente 
un producto del método (observar que los intervalos involucrados en el proceso de bisección J, 
están todos contenidos en fao, bo] := Jo), que no tiene un rol importante a efectos de establecer la 
validez del enunciado del Teorema. 

Del Teorema de Bolzano se desprende la siguiente consecuencia, conocida generalmente como 
el Teorema de los valores intermedios. 


Teorema 8.1.7 (Teorema de los valores intermedios). Sea I un intervalo real y f : I + R una 
función continua. Si existen a,b € I y d ER tales que f(a) < d < f(b), entonces existe c € I tal 


que f(c) =d. 


2Una función f : J — R definida sobre un intervalo real J se dice convexa si el segmento que une dos puntos cualesquiera 
del gráfico de f está por encima del gráfico de f. Más precisamente, f es convexa si f(a@x+(1—a)y) <a f(x) +(1= 
a) f(y) para cada par de puntos x,y € I y cada 0 < a < 1. 
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Demostración. Basta considerar la función g : J + R, g(x) := f(x) — d. Esta función es continua 
ya que es suma de dos funciones continuas. Por hipótesis, tenemos que g(a) = f(a)— d < 0 < 
f(b) —d = g(d). Por lo tanto, el Teorema de Bolzano (Teorema 8.1.2) asegura que existe c € J tal 


que g(c) = 0, o equivalentemente, f(c) = d, como queríamos demostrar. 


Se podría pensar a primera vista que este enunciado es esencialmente el enunciado de Bolzano 
“corrido en d”. Sin embargo, se trata de dos resultados esencialmente distintos, en el siguiente 
sentido: mientras que el Teorema de Bolzano garantiza la existencia de un cero de la función f 
en consideración, o lo que es lo mismo, asegura que la imagen de / por f contiene un valor muy 
especial, 0, el Teorema de los valores intermedios afirma que d pertenece a la imagen de J por 
f, donde d es cualquier número real comprendido entre dos elementos de la imagen de f, y por 
lo tanto, asegura que todo número real comprendido entre dos elementos de la imagen de / por f 
pertenece a ésta. En otras palabras, podemos interpretarlo como un resultado sobre la estructura 
de la imagen de / por f: la imagen de J por f es un intervalo. Más precisamente, tenemos el 
siguiente resultado. 


Teorema 8.1.8 (Teorema de los valores intermedios — Versión topológica). Sea I un intervalo real 


y f :I—> R una función continua. Entonces la imagen de I por f es un intervalo. 


Así, el Teorema de los valores intermedios toma la forma de un resultado sobre el comporta- 
miento de funciones continuas definidas en un intervalo. Si pensamos en el gráfico de una función 
continua f : J — R definida en un intervalo 7, podemos ver que esencialmente f “deforma” el 
intervalo en una curva sobre el plano. Lo que afirma el Teorema de los valores intermedios es 
que la “sombra” (la proyección) de dicha curva sobre el eje “y” resulta nuevamente un intervalo 
(ver la Figura 8.1), y tiene la forma típica de un resultado de topología: se trata de analizar cómo 


“transforma” una función continua a un conjunto dado. 


y 


Figura 8.1.: La imagen por una función continua de un intervalo 7. 


Ejemplo 8.1.9. Dado que la versión topológica del Teorema de los valores intermedios (Teorema 


8.1.8) es un resultado sobre la “estructura” de la imagen de un intervalo por una función continua, 
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resulta particularmente útil a fin de demostrar la suryectividad de funciones conocidas, como 
constatamos en el ejemplo a continuación. 

Sea p € R[X] un polinomio de grado impar. Afirmamos que la función polinomial p : R > R 
es suryectiva. Una forma de ver esto es observar que la ecuación p(x) = d tiene al menos una 
solución real para cada d € R, dado que p(x) — d es un polinomio de grado impar, y por lo tanto, 
tiene al menos una raíz real (Ejemplo 7.4.5). 

En lo que sigue vamos a dar una demostración alternativa de esta afirmación, que ilustra 
mejor la aplicación del Teorema de los valores intermedios. Para esto, del mismo modo que en 
la demostración de que todo polinomio de grado impar tiene una raíz real (Ejemplo 7.4.5), sin 
pérdida de generalidad podemos suponer que p es de la forma 


p(x) =" bays +40, 


con n € N impar. Asimismo, en el transcurso de dicho ejemplo demostramos que, si definimos 


M := max{1,|an—1|,...,|ao|}, para & > 1+M tenemos que 
q” Qa” 
pla) z ¡(4 1-M) 20 1-M y p(-0)< a i 1-M)<M+1-a. 


Sead ER y sea 04 := 1 +M + |d|. Entonces 04 — M= 1 + |d| > |d 


, y por lo tanto, 


p(-04) € M+1— 04 < -|d| < d < |d| < 04 —1—MS< pla). 


El Teorema de los valores intermedios (Teorema 8.1.8) asegura que d pertenece a la imagen de p. 
Dado que d es un elemento arbitario de R, concluimos que la función polinomial p es suryectiva, 
como queríamos probar. 


Ejercicio 8.1.10. Demostrar que la función polinomial f :R — R, f(x) :=x9"+! es biyectiva para 
cada n > 0. 


Ejercicio 8.1.11 (Teorema del valor medio integral discreto). Sea I un intervalo real y f:I—>R 


una función continua. Si A;,..., An son números reales positivos y a,,...,dn € I, entonces existe 


c E I tal que Y;_¡ dif (ai) = f(c) Y; Ai. 


Ejercicio 8.1.12 (Conservación del promedio). Sea I un intervalo real, f : I + R una función 
continua, y sean a,b € I tales que a < b. Sea h := (b — a) /3. 


1. Demostrar que 


f(b) -f(a) (ee _ fla+2h)—flath) | A), 


b-a 3 h ! h h 


2. Demostrar que existe un intervalo I, := [a¡,b1] C I de longitud h tal que 


f(b)- fla)  flbı)— flai) 


b—a bi— a 


> 


es decir, el “promedio” de f en [a,b] se obtiene en un intervalo [a¡,b1] de longitud (b — 
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a)/3. (Sugerencia: estudiar la función g : |a,a + 2h] — R definida por g(x) := (f(x +h) — 
F(x))/n.) 


3. Demostrar que existe una sucesión de intervalos cerrados, acotados y encajados (In)n>0 
cuya longitud tiende a 0, tales que, si In := |an, by), entonces 


f(b) — f(a) = f (bn) — f(an) 


b—a by — An 


para cada n > 0. 


4. Sic es el (único) punto de intersección de todos los intervalos I, y f es derivable en I, ¿qué 


se puede concluir de f'(c)? 


8.2. Existencia de extremos: el Teorema de Weierstrass 


En esta sección consideramos el segundo de nuestros problemas modelo: el de la minimización 
de una función continua en un subconjunto de R. Nuevamente, el objetivo es establecer condi- 
ciones que garanticen la existencia de tales mínimos. El resultado central de esta sección afirma 
que una función continua definida en un intervalo cerrado y acotado alcanza necesariamente sus 
valores extremos (máximos y mínimos). 

A fin de fijar terminología, dada una función f : A C R > R, diremos que f alcanza en @ € A 
su mínimo global si f(a) < f(x) para cada x € A, y su máximo global si f(a) > f(x) para cada 
x € A. En ambos casos, diremos que f alcanza en Y € A un extremo global. 


8.2.1. Sucesiones en intervalos cerrados y acotados 


Dado que hemos definido la continuidad a partir de sucesiones, es fundamental comprender 
el comportamiento de sucesiones en intervalos cerrados y acotados, para lo cual necesitamos al- 
gunas herramientas que exponemos a continuación. Para el estudio de sucesiones en general, y 
sucesiones en intervalos cerrados y acotados en particular, vamos a estudiar subsucesiones de la 
sucesión en consideración. Una subsucesión de una sucesión (a, ),en es una sucesión contenida 
en (an)nen, O lo que es lo mismo, una estrategia de elección de una cantidad infinita de términos 
de (an)nen (respetando el orden de ésta). Más precisamente, tenemos la siguiente definición. 


Definición 8.2.1. Sea (a,)ney una sucesión. Dada una función estrictamente creciente n : N > N, 
la sucesión (bx)ken definida por by := ax) para cada k € N se denomina una subsucesión de 


(an)nen y se representa por (An, )ken- 


Ejemplo 8.2.2. Sea (an) nen la sucesión definida por a, := (—1)". Entonces las sucesiones (azn) nen 
y (d2n—1)nen, formadas por los términos pares e impares de (an)nen resultan subsucesiones de 
(an)nen. Observamos que, si bien (an)nen no converge, las subsucesiones (422)nen y (422-1)neN 


sí convergen. Por otro lado, (a3n)nen no converge. 


El análisis de las subsucesiones de una sucesión nos provee de información importante sobre el 
comportamiento de la misma. En particular, tenemos el siguiente resultado. 


151 


8. Resultados de existencia para funciones continuas 


Lema 8.2.3. Si (an)nen es una sucesión de R que converge a & € R, entonces toda subsucesión 


(Gn, )keN de (An)nen converge a a. 


Demostración. Sea (an,)ren una subsucesión de (dn )nen y sea € > 0. Dado que (an) nen converge 
a &, tenemos que existe N € N tal que |an — &| < € para cada n > N. En particular, |an, — &| < e 
para cada ng > N. Ahora bien, dado que ng > k para cada k € N concluimos que ng > N para cada 
k > N. Por lo tanto, 
a. 


An, — &| < € para cada k > N, lo que demuestra que (dy, ren converge a 


Como hemos mencionado, nuestra intención es estudiar sucesiones en un intervalo cerrado y 
acotado de R. Por la Hipótesis 3 de completitud sabemos que una sucesión monótona de un inter- 
valo cerrado y acotado / converge, dado que evidentemente resulta acotada. En lo que respecta a 
sucesiones en general, tenemos el siguiente resultado. 


Lema 8.2.4. Toda sucesión posee una subsucesión monótona. 


Demostración. Sea (an )nen una sucesión arbitraria. Diremos que (4, )nen tiene un “mirador” en ag 
Si az > a, para todo n > k. Si existen infinitos miradores, entonces forman una sucesión monótona 
decreciente. Si no, existe el máximo de los índices kg € N de los miradores, y definimos ko := 1 
en caso de que no existan miradores. Sea nı := kg + 1. Dado que an, no es un mirador, tenemos 
que existe nz > nı tal que an, > an, . Ahora bien, an, tampoco es un mirador, por lo que existe 
n3 > m tal que an, > am. Prosiguiendo de esta manera, obtenemos una subsucesión estrictamente 


creciente (ay, )keN- 


El resultado clave sobre el comportamiento de sucesiones en intervalos cerrados y acotados es 
el siguiente teorema. 


Teorema 8.2.5 (Teorema de Bolzano—Weierstrass). Sea (@n)ncn una sucesión de un intervalo real 


I cerrado y acotado. Entonces (an)nen posee una subsucesión convergente en I. 


Demostración. El Lema 8.2.4 afirma que existe una subsucesión monótona (dy, )ren de (An)nen- 
Los términos de esta subsucesión pertenecen al intervalo cerrado y acotado 1 := [a,b], por lo 
que (dn, )ren resulta acotada. Así, la Hipótesis 3 de completitud asegura que (dn, )xen converge a 
a € R. Finalmente, por el principio de conservación del número (Lema 3.1.40) concluimos que 
a < & < b, es decir, que & € I. 


Ejemplo 8.2.6. Todos los términos de la sucesión (an)nen definida por 


pertenecen al intervalo [0,1]. Por lo tanto, el Teorema de Bolzano—Weierstrass (Teorema 8.2.5) 


asegura que existen subsucesiones convergentes de (a . Explicitamente, la subsucesión 
n)neN 


converge a 1. 


152 


8.2. Existencia de extremos: el Teorema de Weierstrass 


Ejemplo 8.2.7. Sea a, € R el número real cuyo desarrollo decimal infinito admisible es de la 
forma a, :=0.rjr2r3..., y sea (An)nen la sucesión definida por 


An = 0. nfn+1Fn+2 > ++ 


para cada n € N. Tenemos entonces que cada término de la sucesión (an)nen pertenece al interva- 
lo [0,1], por lo que, de acuerdo con el Teorema de Bolzano—Weierstrass (Teorema 8.2.5), existen 
subsucesiones convergentes de (an)nen. Es fácil ver que si az € Q, entonces la sucesión (dn) nen es 
“cíclica”, es decir, existe m € N tal que a», m = an para cada n EN, y por lo tanto, la subsucesión 
(amk)ren es convergente. De todas maneras, aun si a, ¢ Q, el Teorema de Bolzano—Weierstrass 


asegura la existencia de subsucesiones convergentes para cada a, € [0, 1). 


Ejercicio 8.2.8. Sea f : R —> R, f(x) := 1/(1 +x?) y sea (an)nen la sucesión definida por 
An+1 := fla.) para cada n > 2, comenzando en a, € R arbitrario. Demostrar que (An)nen po- 
see subsucesiones convergentes. 


8.2.2. Existencia de extremos de funciones continuas 


Ahora sí tenemos todas las herramientas necesarias para demostrar que una función continua 
definida sobre un intervalo real J cerrado y acotado alcanza su máximo y mínimo global en /. Para 
esto, comenzamos observando que la existencia de tales extremos solo es posible en el caso en que 
la función esté acotada en J. En efecto, si una función f : J — R no está acotada superiormente, 
por caso, dado a € J, su imagen f(a) no puede ser una cota superior para la imagen de f, y por lo 
tanto, existe b € J tal que f(b) > f(a), lo que demuestra que f no puede alcanzar su máximo en 7. 
Tal es el caso, por ejemplo, de la función f : (0,1) — R definida por f(x) := 1/x. 

Nuestro primer resultado afirma que una función continua sobre un intervalo cerrado y acotado 
está acotada. 


Teorema 8.2.9. Sea I un intervalo cerrado y acotado y f : I —>R una función continua. Entonces 


f resulta acotada. 


Demostración. Veamos que la imagen de / por f está acotada superiormente. Si no fuera así, para 
cada n € N existiría a, € J tal que f(a,) > n. Entonces la sucesión (f(an))nen no estaría acotada 
superiormente, y por lo tanto, dado que toda sucesión convergente es acotada (Lema 3.1.28), no 
convergería. Por otro lado, siendo (a,)nen una sucesión del intervalo cerrado y acotado Z, del 
Teorema de Bolzano—Weierstrass (Teorema 8.2.5) concluimos que (an )nen posee una subsucesión 
(Gn, )keN convergente a œ € I. Dado que f es continua, concluimos que (f(a,, ))ren converge a 
f(@), lo que contradice el hecho de que la sucesión (f(an,))ren no es acotada. 


En forma análoga se demuestra que f está acotada inferiormente. 


Enunciamos a continuación el resultado principal de esta sección. 


Teorema 8.2.10 (Teorema de Weierstrass). Sea I un intervalo cerrado y acotado y f : I — Runa 
función continua. Entonces f alcanza su máximo y su mínimo en I, es decir, existen a, B € I tales 


que f(a) < f(x) < f(B) para todo x € I. 
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Demostración. Dado que la imagen de I por f es acotada, existen números reales, digamos A y 
B, que acotan inferior y superiormente a f sobre J, es decir, tales que A < f(x) < B para todo 
x € I. Demostramos que f alcanza su máximo en J por medio de un proceso de “bisección sobre 
la imagen”. 

Para esto, vamos a construir una sucesión de cotas superiores (B,,)»>0 que refinan progresiva- 
mente a B, y convergen a una “cota superior óptima” de f sobre el intervalo 7. Con la misma 
estrategia que en bisección, si Ap := A y Bo := B, consideramos el punto medio Co := (Ao + Bo) /2 
del intervalo [4p, Bo], y analizamos cómo determinar un intervalo [A;,B,] C [Ao, Bo] de forma tal 
que A, no sea cota superior de f(/), Bı sí lo sea y Bı — Ai = (Bo — Ao)/2. Para esto, definimos 
(41, Bı] como [Ao,Co] si Co es una cota superior para £(1) y [Co, Bo] en caso contrario. De esta 
manera, en ambos casos tenemos que A, no es una cota superior para f(/) y By si lo es. 


Prosiguiendo de esta manera, obtenemos una sucesión de intervalos cerrados, acotados y enca- 
jados 
(Ao, Bo] 2 [41,B1] tts 


cuya longitud tiende a cero, en donde el extremo izquierdo A, no es cota superior de f(J) y 
el extremo derecho B, sí lo es. En particular, tanto la sucesión (A»)n>0 como (B,)n>0 resultan 
monótonas y acotadas (dados que sus términos pertenecen a [A,B]). Por lo tanto, la Hipótesis 
3 de completitud asegura que resultan convergentes, y de hecho, dado que lim,-,..(An — Bn) = 
0, (An)n>0 y (Bn)n>0 convergen al mismo número real, digamos y € R (ver el Lema 6.2.1 y el 
Ejercicio 6.2.2). 

Observamos en primer lugar que y es una cota superior de f(1), es decir, y > f(x) para cada 
x € I. De hecho, dado x € J, tenemos que B, > f(x) para cada n > 0. Por lo tanto, el principio de 
“conservación del número” (Lema 3.1.40) afirma que el límite y de (B,,)»>0 satisface la condición 
y> f(x). 

Asimismo, afirmamos que y € f(I), con lo que resultará el máximo de f en J que estamos 
buscando. A fin de demostrar esta afirmación, vamos a probar que y es límite de una sucesión de 
elementos de f(/), de lo cual vamos concluir que y € f(/). 


Dado que ningún A, es cota superior de f(1), tenemos que para cada n > 0 existe a, € J tal 
que A, < f(an). A su vez, dado que B, es cota superior de f(/) para cada n > 0, tenemos que 
An < f(an) < Bn. Como las sucesiones (An)nen y (Bn)n>0 convergen a y, la propiedad sandwich 
(Lema 3.1.35) asegura que (£(an))n>0 converge a Y. 

Ahora bien, como los términos de la sucesión (an )n>0 pertenecen al intervalo cerrado y acotado 
I, por el Teorema de Bolzano—Weierstrass (Teorema 8.2.5) tenemos que existe una subsucesión 
(an, )keN que converge a B € J. En consecuencia, la continuidad de f garantiza que (f (dn, ))re 
converge a f(B). A su vez, (f(an,))ren converge a y, ya que es una subsucesión de una suce- 
sión convergente a y (Lema 8.2.3). Concluimos que f(f) = y, lo cual demuestra la afirmación y 


completa la demostración. 


Ejemplo 8.2.11. Sea f :R— R, f(x) :=x*+x-— 1. Afirmamos que f alcanza su mínimo global en 
R, esto es, existe a ER tal que f(a) < f(x) para cada x E R. En efecto, observamos que f(1) =1 
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y, si |x| > 2, entonces 
sed Sh = isos d= eae ll =tstT (8.1) 


En consecuencia, si f alcanza su mínimo global, debe hacerlo en el intervalo |—2,2], dado que, 
six ¢ [—2,2], entonces f(x) > f(1), como hemos demostrado. 

El Teorema de Weierstrass (Teorema 8.2.10) asegura que f, restringida al intervalo [-2,2], 
alcanza su mínimo global en dicho intervalo, esto es, existe & € [-2,2] tal que f(a) < f(x) para 
cada x € [-2,2]. Afirmamos que f alcanza su mínimo global en a. En efecto, tenemos que 


a six € [—2,2], entonces f(a) < f(x) por la definición de a; 
a sixeRY [2,2], entonces f(a) < f(1) =1 < f(x) por (8.1). 


Esto muestra que f alcanza su mínimo global en a. A fin de determinar & observamos que f tiene 
un único punto crítico en (1/4)!/3. Concluimos entonces que a = (1/4)'/3, 


Ejercicio 8.2.12 (Existencia de extremos globales). 


1. Sea p € R[X] un polinomio de grado par. Demostrar que la función definida por p posee un 
extremo (máximo o mínimo) global en R. 


2. Sea f : R > R una función racional cuyo numerador tiene grado menor o igual que el 
del denominador, tal que el denominador no tiene raíces reales. Demostrar que f posee un 
extremo global en R. 


8.2.3. Una versión topológica del Teorema de Weierstrass: compacidad 


Es interesante repasar la demostración de los resultados sobre la acotación y la existencia de 
extremos globales de una función continua definida en un intervalo cerrado y acotado (Teoremas 
8.2.9 y 8.2.10). La propiedad esencial del intervalo J que garantiza la acotación de f (I) es la expre- 
sada en el enunciado del Teorema de Bolzano—Weierstrass (Teorema 8.2.5): el hecho de que exista 
una subsucesión convergente de cualquier sucesión de /. Esto nos permite comenzar el proceso de 
“bisección sobre la imagen” de la demostración del Teorema de Weierstrass (Teorema 8.2.10) y 
obtener un “candidato” a máximo de f (I): y. Más aún, y queda caracterizado como el límite de una 
sucesión de elementos de f(J). Y aquí tenemos nuevamente un punto de la argumentación en el 
cual interviene de forma esencial la propiedad del enunciado del Teorema de Bolzano—Weierstrass 
(Teorema 8.2.5): dado que y es límite de una sucesión de elementos de f(/), se concluye que 
Ve fi). 

Un conjunto $ con la propiedad de que cada número real que es limite de una sucesión de 
elementos de S pertenece a S es lo que vamos a denominar un conjunto cerrado. En particular, 
un intervalo con esta propiedad resulta un intervalo cerrado en el sentido usual, dado que debe 
necesariamente contener sus extremos izquierdo y derecho (si los hubiera). Por lo tanto, nues- 
tra definición de conjunto “cerrado” resulta una buena generalización de lo que entendemos por 
“intervalo cerrado”. 


Ejemplo 8.2.13. 
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1. El intervalo (0, 1] no es un conjunto cerrado: en efecto, consideremos la sucesión (1/n)nen. 
Es claro que los términos de esta sucesión pertenecen al intervalo (0, 1] y (1/n)nen converge 
en R, dado que converge a 0. Sin embargo, 0 € (0, 1], con lo cual concluimos que el intervalo 


(0, 1] no es cerrado. 


2. El intervalo [1, +00) sí es cerrado, ya que, dada una sucesión (an)nen de [1, +00) que conver- 
ge a 0 ER, tenemos que | < a, para cadan € N, de lo cual, por el principio de conservación 
del número (Lema 3.1.40), deducimos que 1 < a, es decir, que & = lim a, € [1, +00). 

n—-oo 


3. El conjunto {0,1} es un conjunto cerrado: si (an)nen es una sucesión convergente con 
An € {0,1} para cada n € N, entonces debe resultar (an)nen constante para n > ny. En 


consecuencia, el límite de dicha sucesión debe ser 0 o 1, y por lo tanto pertenece a {0,1}. 
Ejercicio 8.2.14. 
1. Demostrar que todo conjunto finito de R es cerrado. 
2. Dar ejemplos de conjuntos infinitos cerrados de R, que no sean intervalos. 


3. Si (An)nen es una sucesión de conjuntos cerrados de R, demostrar que | en An es un con- 
junto cerrado. ¿Qué puede decirse de Unen An? ¿Y de Ur<n<ny An? 


Ejercicio 8.2.15. Sea S := {& € R : 4 =ap,a1a2... con a; € {5,7} para todo i > 0). Demostrar 
que S es cerrado. (Sugerencia: utilizar el resultado sobre la estabilización del desarrollo decimal 
en una sucesión de Cauchy (Teorema 4.3.6).) 


La noción de compacidad 


De nuestra discusión previa vemos que, en definitiva, la propiedad crucial del dominio J de 
una función continua f : J — R que hace que ésta resulte acotada (Teorema 8.2.9) y alcance sus 
extremos globales en / (Teorema 8.2.10), es la que expresa el enunciado del Teorema de Bolzano— 
Weierstrass (Teorema 8.2.5): la existencia de una subsucesión convergente de cada sucesión de /. 
Esto nos permitió demostrar que: 


= f(Z) es un conjunto acotado, 
= f(Z) es un conjunto cerrado. 


Un subconjunto de R con estas dos propiedades se denomina compacto. Más aún, estas dos pro- 
piedades caracterizan a su vez a los conjuntos § para los cuales toda sucesión posee una subsu- 
cesión convergente, o, dicho de otro modo, un subconjunto de R es compacto si y solo si toda 
sucesión de S posee una subsucesión convergente en S. 


Lema 8.2.16 (Compacidad en términos de sucesiones). Si S es un subconjunto compacto de R, 
entonces toda sucesión de S posee una subsucesión convergente en S. Recíprocamente, un sub- 


conjunto S de R tal que toda sucesión de S posee una subsucesión convergente es compacto. 
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Demostración. Sea S C R un conjunto compacto y (an)nen una sucesión de S. Dado que toda 
sucesión posee una subsucesión monótona (Lema 8.2.4), tenemos que existe una subsucesión mo- 
nótona (dp, )ren de (4n)nen. Como S es acotado, (Gn, )ren resulta acotada, y por ende, la Hipótesis 
3 de completitud asegura que converge a Y € R. Finalmente, dado que S es cerrado y & límite de 
una sucesión de S, concluimos que @ € S. 

Consideramos ahora la afirmación recíproca. Sea S C R un conjunto tal que cada sucesión de 
S posee una subsucesión convergente en S. Si S no fuera cerrado, entonces existiría una sucesión 
(an)nen de S que converge a un elemento @ € R \ S. Por lo tanto, dado que toda subsucesión de 
(an)nen converge a œ, ninguna converge en S, lo que contradice la definición de S. Por otro lado, 
si S no fuera acotado, existiría una sucesión (an )nen de S tal que |a,| > n para cada n € N, por lo 
cual ninguna subsucesión de (a, )nen convergería en S, contradiciendo nuevamente la definición 
de S. 


Ejemplo 8.2.17. El intervalo [1, +00) no es compacto, ya que, si consideramos, por ejemplo, 
la sucesión “identidad” (n)nen, vemos que se trata de una sucesión con límite infinito cuyos 
términos pertenecen a [1, +00). Ahora bien, la sucesión (n)nen no puede poseer subsucesiones 


convergentes, dado que, por definición, ninguna subsucesión de (n) nen es acotada. 


Ejemplo 8.2.18. El conjunto {0,1} es compacto, dado que en el Ejemplo 8.2.13 hemos visto que 
es cerrado, y por otro lado es evidentemente acotado. Por otro lado, podemos observar directa- 
mente que {0,1} satisface la caracterización de la compacidad en términos de sucesiones (Lema 
8.2.4): si (an)nen es una sucesión de {0,1}, entonces, o bien infinitos términos a, toman el valor 
0, en cuyo caso forman una subsucesión convergente a 0 € {0,1}, o bien infinitos términos an 


toman el valor 1, y por lo tanto, tenemos una subsucesión convergente a 1 € {0,1}. 
Ejercicio 8.2.19. 

1. Demostrar que todo subconjunto finito de R es compacto. 

2. Demostrar que el conjunto {0} U{+ : n € N} es compacto. 


3. Más generalmente, si (an)nen es una sucesión de R que converge a & € R, entonces {a}U 


{an : n € N} es compacto. 


Ejercicio 8.2.20. Sea S := {a € [0,1] : a =ao,ajaz ... con a; € {5,7} para todo i > 0). Demostrar 


que S es compacto. 


El Teorema de Weierstrass y la compacidad 


Con la noción de compacidad, el Teorema de Weierstrass toma la forma de un resultado de 
caracterización del comportamiento de las funciones continuas, es decir, un resultado topológico: 
la imagen por una función continua de un subconjunto compacto de R resulta un subconjunto 
compacto de R. 


Teorema 8.2.21 (Teorema de Weierstrass — Versión Topológica). Sea S C R un conjunto compacto 
y f : S —> R una función continua. Entonces la imagen por f de S resulta un subconjunto compacto 


de R. 
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Idea de la demostración. Dado que S es un subconjunto compacto de R, por la caracterización de 
la compacidad en términos de sucesiones (Lema 8.2.16) concluimos que S satisface la propiedad 
del enunciado del Teorema de Bolzano—Weierstrass (Teorema 8.2.5): toda sucesión de S posee una 
subsucesión convergente en S. Por lo tanto, con la misma demostración del Teorema 8.2.9 resulta 
F(S) acotado. 

Por otro lado, sea B el límite de una sucesión (f(an))nen de elementos de f(S). El Teorema de 
Bolzano—Weierstrass (Teorema 8.2.5) asegura que (an)nen posee una subsucesión (dp, ren que 
converge a Y E S. Por lo tanto, la sucesión (f(dn,))ken converge a f(œ), por ser f continua, y a 
$, por tratarse de una subsucesión de una sucesión convergente a 8. Concluimos que f(a) = p, y 


por ende, que p € S. Esto demuestra que f(S) es cerrado. 


Ejercicio 8.2.22 (Existencia de puntos fijos “revisitada”). Sea S un subconjunto compacto de R y 
f:S— S una función continua que satisface la condición 


FG) — FO) < lp] 


para cada par de puntos distintos x,y € S. El objetivo del ejercicio es demostrar que f posee un 
único punto fijo en S, es decir, & E S tal que f(Q@) = &, y que éste puede ser aproximado mediante 
la sucesión (an)n>0 definida por an+1 := f (an), comenzando en cualquier punto ay € S. 


1. Demostrar que si Qt, PB € S son puntos fijos de f, entonces œ = B. (Sugerencia: comparar 


|æ — B| con | f(a) — f(B)|.) 


2. Sea ay € S arbitrario y (an)n>0 definida por an+1 := f(a,) para cada n > 0. Supongamos 


que ningún a, es un punto fijo de f. 


a) Demostrar que |an41 — an| < |an — an ¡| para cada n> 1. Concluir que (\an41 — 


Gn|)n>0 converge ac > 0. 
b) Sic =0, concluir que (an)n>o converge a un punto fijo de f en S. 


c) Supongamos que c > 0 y sea (an, )ren convergente a Y E S. Demostrar que (Gn, +1)keN 
converge a $ := F(0) y (an +2)ren converge a f(B). 


d) Demostrar que |a — P| = c = |B — f(B)|. Concluir que c =0. 


8.2.4. Apéndice. Un algoritmo de minimización 


En nuestra discusión sobre la solución de una ecuación del tipo f(x) = 0 (Sección 8.1) hemos 
demostrado un resultado de existencia de carácter general, el Teorema de Bolzano (Teorema 8.1.1 
o 8.1.2), a la vez que hemos proporcionado un método efectivo para calcular la solución cuya 
existencia hemos asegurado: el método de bisección. 

No hemos procedido de la misma manera en el caso del problema de minimización mínyes f (x), 
donde S es un subconjunto compacto de R y f : S — R es una función continua. Si bien el Teorema 
de Weierstrass (Teorema 8.2.10 o 8.2.21) asegura la existencia de un mínimo global de f en S, su 
demostración procede por un proceso de “bisección sobre la imagen” f(S) que no es efectivo, es 
decir, no se puede realizar en la práctica con una función continua f arbitraria. El propósito de este 
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apéndice es discutir un método efectivo para minimizar una clase de funciones continuas de- 
finidas sobre un intervalo compacto, las llamadas funciones ““unimodales”, cuyo comportamiento 
en relación con la minimización es particularmente favorable. Cabe destacar que existen métodos 
generales efectivos (y eficientes) para la minimización de funciones continuas que no vamos a con- 
siderar aquí, debido a que su complejidad nos apartaría demasiado de los temas en consideración 
(con relación a esta temática puede consultarse [Bre73]). 


Funciones unimodales 


Sea f : [a,b] + R una función continua. Si f es diferenciable y alcanza su mínimo en un punto 
interior œ del intervalo [a,b], entonces, como vamos a ver cuando estudiemos funciones diferen- 
ciables (Sección 11.1.1), tenemos que f’(a) = 0. En tal caso, podemos reducir el problema de la 
determinación de un punto en el cual f alcanza su mínimo global al de la búsqueda de soluciones 
de la ecuación f’(x) = 0, para lo cual podemos, por ejemplo, aplicar el método de bisección. 

Si la función f : [a,b] + R en consideración no es derivable en (a,b), o es difícil o costoso 
calcular su derivada, entonces no es posible o conveniente determinar las soluciones de la ecuación 
f'(x) =0, y por lo tanto es necesario disponer de métodos alternativos de búsqueda del mínimo 
(o el máximo) de f en [a,b] que utilicen solamente valores de f. Más precisamente, nos interesan 
métodos, del tipo de bisección, que reduzcan la posible ubicación del punto de [a,b] en donde f 
alcanza su mínimo a intervalos progresivamente menores, por medio de la evaluación de f en 
puntos de [a, b] elegidos adecuadamente. 

Si f alcanza dicho mínimo en más de un punto del intervalo [a,b], la búsqueda se torna más 
dificultosa, por lo que vamos a restringir nuestras consideraciones a una clase particular de fun- 
ciones f, las funciones unimodales, en las cuales el mínimo global se alcanza en un solo punto 
del intervalo [a,b]. 

Una función f : [a,b] > R se dice unimodal si existe a € [a,b] tal que, para cada par de puntos 
c,d € [a,b] con c < d, tenemos que 


f(c) > f(d) sicidela,a] y f(c)<f(d) si c,d € [a,b]. 


En otras palabras, f es unimodal si existe a € [a,b] tal que f es estrictamente decreciente en [a, ax] 
y estrictamente creciente en [œ, b]. 


Ejemplo 8.2.23. La función f : [—a,a] > R, f(x) := x? es unimodal para cada a > 0. 


Ejemplo 8.2.24. Sea g : [—1,3] >R, g(x) := xX — 6x. Recordamos que estudiamos los mínimos 
locales de g en la Sección 2.3, donde observamos que los mismos son soluciones de la ecuación 
x? = 2. Es fácil ver que g es unimodal: dado que g'(x) = 3(x? — 2), deducimos que g es estricta- 
mente decreciente en el intervalo |—1, V2] y estrictamente creciente en el intervalo [v2,3] (ver la 
Figura 8.2). 


Una observación inmediata es que si f : [a,b] + R es unimodal y œ € [a,b] es el punto cuya 
existencia asegura la definición, entonces o es el único punto de [a,b] en el cual f alcanza su 
mínimo absoluto. 
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Figura 8.2.: El gráfico de la función unimodal g : [—1,3] > R, g(x) := x? — 6x. 


Un algoritmo de busqueda para funciones unimodales: busqueda por razon aurea 


Sea f : [a,b] — R una función unimodal. Consideramos ahora una estrategia de búsqueda del 
mínimo absoluto œ de f en [a,b], esto es, una estrategia de reducción del intervalo en el cual se 
encuentra Œ. Seguimos aquí [DB08, Section 6.4.2]. 

La estrategia de búsqueda se basa en comparar valores de f en puntos interiores del intervalo 
[a,b]. Sean c y d dos puntos de [a,b] tales que c < d. Tenemos entonces que 


fle) > f(d) o fle) < f(d). 


Supongamos que f(c) > f(d). Afirmamos que necesariamente debe encontrarse @ en el intervalo 
[c,b]. En efecto, de no ser así, tendríamos que Y < c, y en tal caso, de acuerdo con la condición 
de unimodalidad, resultaría f estrictamente creciente en el intervalo [c,d] C [a,b], de lo que con- 
cluiríamos que f(c) < f(d). Similarmente, si f(c) < f(d), entonces necesariamente a € [a, d] 
ya que, de no ser así, sería œ > d y por lo tanto f sería estrictamente decreciente en el inter- 
valo [c,d] C [a,a]. Esto contradice la condición f(c) < f(d). En resumen, tenemos el siguiente 


resultado. 


Lema 8.2.25. Sean c,d dos puntos del intervalo [a,b] con c < d. Entonces 


[e,b] si f(c) > f(d), 
s i la,d] si f(c) < f(d). (8.2) 


A partir de este resultado vemos que, a partir de dos evaluaciones de la función f, encerramos el 
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punto a, donde f alcanza su mínimo global, en un intervalo de longitud a lo sumo máx{b — c,d — 
a}. No conociendo dónde f alcanza dicho máximo, una elección óptima de c y d es una en la cual 
b— c = d — a. En consecuencia, tenemos que c +d = a +b, y por lo tanto, podemos expresar a c 
y d en la forma 

c=a+t(b-a), d=b-t(b—a), con0<t< 1/2. (8.3) 


Así, el intervalo resultante tiene longitud d — a = b — c = (1 — t)(b — a), y eligiendo t ~ 1/2 


(no podemos elegir t = 1/2 dado que tendríamos c = d) reducimos la longitud del intervalo de 
búsqueda a la mitad del intervalo original aproximadamente. 

Sin embargo, esta estrategia requiere que evaluemos dos veces la función f en cada paso. A 
fin de reducir la cantidad de evaluaciones de f por paso, una idea es reutilizar las evaluaciones 
anteriores, es decir, utilizar la evaluación f(d) si nos quedamos con el intervalo |c, b] o utilizar la 
evaluación f(c) si elegimos el intervalo [a, d]. 

Supongamos que elegimos el intervalo [c,b]. De acuerdo con (8.3), en la segunda etapa de 
nuestra estrategia de búsqueda deberíamos evaluar a f en los puntos 


cy :=c+t(b—c) =c4+t(1—-t)(b—a) y dj :=b—t(b-c) =b—-t(1—t)(b—a). 


Es fácil ver que cı = d si y solo si (1 —t)(b—a) = t(2 — t)(b — a), es decir, si 1 —1=1(2—1), 
de lo cual, teniendo en cuenta £ < 1/2, concluimos que t = (3 — V5) /2. Con esta elección de £, el 
tamaño del siguiente intervalo se reduce en un factor 


ge VS. a 
2 1+ V5 


Este es un conocido número, el inverso multiplicativo del número áureo, por lo que la correspon- 


~ 0,61803. 


diente estrategia de búsqueda se denomina la búsqueda por razón aurea. 

En resumen, si f : [a,b] > R es unimodal y alcanza su mínimo global en a, la búsqueda por 
razón áurea produce una sucesión (In )n>0 := ([@n,bn])n>0 de intervalos cerrados, acotados y enca- 
jados con las siguientes propiedades: 


2 n 
a ba— an= b — a) para cada n > 0; 
(+2) ES 


= œ €l, para cada n > 0. 


De la hipótesis 2 de completitud, deducimos el siguiente resultado. 


Teorema 8.2.26. Sea f : [a,b] — R unimodal que alcanza su mínimo global en a, y sea (In)n>0 


la sucesión de intervalos que produce la búsqueda por razón áurea. Entonces 


(iS {a}. 


n>0 


Ejemplo 8.2.27 (Continuación del Ejemplo 8.2.24). A fin de ejemplificar el método de búsqueda 
por áurea, estudiemos su aplicación a la función g : [-1,3] > R, g(x) := x° — 6x del Ejemplo 
8.2.24, que alcanza su mínimo global en x = V2. 
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Tabla 8.1.: El método de búsqueda por razón áurea aplicado a g(x) := x? — 6x. 


n An by Ch dn 

O | —1,000000000 | 3,000000000 | 0,527864048 | 1,472135952 
1 0,527864048 | 3,000000000 | 1,472135959 | 2,055728089 
2 0,527864048 | 2,055728089 | 1,111456183 | 1,472135954 
3 1,111456183 | 2,055728089 | 1,472135957 | 1,695048315 
4 1,111456183 | 1,695048315 | 1,334368542 | 1,472135956 
5 1,334368542 | 1,695048315 | 1,472135956 | 1,557280900 
6 1,334368542 | 1,557280900 | 1,419513486 | 1,472135956 
7 1,334368542 | 1,472135956 | 1,386991012 | 1,419513486 
8 1,386991012 | 1,472135956 | 1,419513487 | 1,439613481 
9 1,386991012 | 1,439613481 | 1,407091007 | 1,419513486 
10 1,407091007 | 1,439613481 | 1,419513487 | 1,427191001 

Tenemos que lo := [ao, bo] := [—1,3]. Los puntos en los que vamos a evaluar a g son 

co := a04 E ae (by — ap) = —14 A 4 = 0,527864048 

do := bo — E E (bo— ao) = 3- = ae 4 1,472135952. 


El siguiente paso es comparar g(co) con g(do), a efectos de determinar cuál de los intervalos 
[ao, do] o [co, bo] vamos a considerar para el siguiente paso. Dado que 


g(co) = —5,642425847 > g(do) = —5,656137544, 


de acuerdo con (8.2) definimos I, := [a1,b1] := [co,bp]. Prosiguiendo de esta manera, obtenemos 
una sucesión de intervalos cerrados y encajados cuya intersección consiste exactamente del único 
punto del intervalo Ip, es decir V2, donde g su alcanza su mínimo global. En la Tabla 8.1 listamos 
los intervalos I, := |an, bn] para n = 0,...,10. 


8.3. Existencia de estados de equilibrio: el Teorema de Punto 
Fijo 


Consideramos por último con toda generalidad el tercer problema modelo, el de la determina- 
ción de los estados de “equilibrio”. Supongamos que tenemos un “proceso”, descripto por una 
“ley de transformación” xH> f(x) de un “estado” x en otro f(x). En este contexto, una cuestión 
relevante es la que refiere a la existencia de estados de “equilibrio”, es decir, estados @ tales que 
f(@) = œ (ver [Str86] o [Str88] por un marco general para problemas de equilibrio). 

En términos matemáticos, si f : A C R —> Res una función, un punto @ € A tal que f(@) = a se 
denomina un punto fijo de f. Geométricamente, dado que cada punto fijo œ de f es una solución 
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de la ecuación f(x) = x, los puntos fijos de f corresponden a puntos donde el gráfico de f interseca 
a la recta y = x (ver la Figura 8.3). 


Figura 8.3.: Tres puntos fijos a, b, c de una función f. 


8.3.1. Un caso de estudio 


Supongamos, para fijar ideas, que queremos determinar los puntos fijos de la función f : R — R, 
f(x) := cosx. En primer lugar observamos que, si œ € R es un punto fijo de f, entonces œ = cos a, 
lo cual implica necesariamente que œ € [—1,1]. Gráficamente, vemos que existe un único punto 
fijo a € [—1,1] de f (ver la Figura 8.4). 


y = cosx 


Figura 8.4.: El punto fijo œ ~ 0,7390851332... de la función f : R > R, f(x) := cosx. 
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Admitiendo por el momento la existencia del punto fijo œ de f, discutimos cómo podemos 
aproximarlo, para lo cual vamos a utilizar la iteración de punto fijo. Teniendo en cuenta que 
oc € [0, 1], comenzamos con la “aproximación” de æ definida por ay := 1. Observamos que una 
mejor aproximación de @ es la definida por 


aj := f (ao) =cos(1) ~ 0,5403023059. 
En efecto, por el Teorema del valor medio (Teorema 0.3.2) tenemos que 
la; — &| = |cosag — cos a| = | sen éo||ao — @| < | sen 1||ao — al, 


donde ¿y es un punto en el intervalo [@,a9] C [—1, 1]. Esta acotación constituye el núcleo central 
de nuestros argumentos, dado que nos sugiere cómo obtenemos estimaciones progresivamente 
mejores de a: si definimos 


a := f (a1) = cosa, =0,8575532158, 
y llamamos L := sen 1, entonces 
la, — &| = |cosa; — cos @| = | sen E ||a1 — œ| < Ela; — | < L’ ay — al. 
Prosiguiendo de esta manera, obtenemos la sucesión (4, )n>0 definida por ay := 1, a +1 = COS an 
(n > 0). Cada término de esta sucesión satisface la desigualdad 
jan — &| < E" ay — a]. 

Dado que 0 < L < 1, tenemos que limy_;.. |an — &| = 0, y por lo tanto, 

lim a, = a. 

n—00 


En la Tabla 8.2 listamos algunos de los términos de la sucesión (dp) nen. 


De todas maneras, nuestro argumento previo se basa de manera esencial en una hipótesis de 
la cual solo tenemos evidencia empírica: la existencia de un punto fijo de la función f. A fin de 
solucionar este inconveniente, observamos que, aun sin suponer la existencia de un punto fijo Q 
de f, la sucesión (an )n>0 que hemos definido converge. En efecto, tenemos que 


[an+1 — an| = | cos a, — COS an—1| = | sen En | [an — an-1| < Llan — an-1|. 
En consecuencia, aplicando sucesivamente esta estimación deducimos que 
lan+1 — an| ` Lan — an-ı] < L’ |an — an-2| < ae < La] —ao| 


para cada n > 0. Así, dado que 0 < L < 1, el valor absoluto |a,.+1 — an| de la diferencia entre los 
términos sucesivos de la sucesión (an )n>0 decrece exponencialmente, por lo que ésta resulta una 
sucesión de Cauchy (Lema 3.3.8). En consecuencia, la Hipótesis 1 de completitud de R asegura 
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Tabla 8.2.: La iteración de punto fijo aplicada a cosx = x. 


n An la, — a| 
O | 1.0000000000 | 0.2609148668 
1 | 0.5403023059 | 0.1987828273 
2 | 0.8575532158 | 0.1184680826 
3 | 0.6542897905 | 0.0847953427 
5 | 0.7013687737 | 0.0377163595 
7 | 0.7221024250 | 0.0169827082 
10 | 0.7442373549 | 0.0051522217 
15 | 0.7383692041 | 0.0007159291 
20 | 0.7391843998 | 0.0000992666 
30 | 0.7390870427 | 0.0000019095 
50 | 0.7390851340 | 0.0000000008 


que (an)n>0 converge. Más aún, si denominamos 4& al límite de (a,)»>0, tenemos que 


(8.4) 


a = lim an +1 = lim cosa, = cosa, 
n— o0 n— oo 


de donde deducimos la existencia del punto fijo œ de f que habíamos dada por supuesta en nuestros 
argumentos previos. Por último, observamos que f no tiene otro punto fijo, ya que si a, B € [—1, 1] 
son puntos fijos de f, entonces 


|æ — B| = |cos a — cos p| =|sen§||o — $| < Lla— B|, 
lo cual solo puede ocurrir si |œ — B| = 0. En resumen, tenemos el siguiente resultado. 


Lema 8.3.1. Sea f :R —> R, f(x) := cosx y (aq) n> la sucesión definida por ay := 1, an+1ı := f (an) 
(n > 0). Entonces 


= f tiene un único punto fijo a; 
= la sucesión (an)n>0 converge a Q. 


Ejercicio 8.3.2. Demostrar que la sucesión (4n)nen, An+1 = cos(a,) (n > 0) converge al punto 
fijo ade f: R—R, f(x) := cosx para cualquier ay € [—1, 1]. 


Ejercicio 8.3.3. Demostrar que la sucesión (4n)nen, An+1 = cos(an) (n > 0) converge al punto 
fijo ade f : R —> R, f(x) := cosx para cualquier ay € R. (Sugerencia: tener en cuenta que a; € 
[= 1, 1], 

8.3.2. El caso general: funciones contractivas 


La discusión previa nos sugiere una estrategia de carácter general para tratar con problemas de 
equilibrio. Una primera conclusión es que, dado que se trata de determinar “estados de equilibrio”, 
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el “dejar que el sistema evolucione” puede darnos información sobre dichos estados de equilibrio. 
En efecto, en el caso de la función f : [-1,1] > [-1,1], f(x) := cosx, nuestros argumentos se 
basaron en el estudio de la sucesión (an )n>0 definida por a, +1 := f (an). Como hemos mencionado, 
el cálculo de los términos sucesivos de una sucesión (dy )n>0 de la forma a,+1 := g(a») constituye 
un método general de resolución de la ecuación g(x) = x, denominada la iteración de punto fijo. 
Con los mismos argumentos que en (8.4) vemos que, si la sucesión (an)n>0 converge, su límite es 
necesariamente una solución de la ecuación g(x) = x. 

La existencia de puntos fijos de una función g se reduce entonces a la convergencia de una 
sucesión (4»)nen de la forma an+1 := g(an). En tal sentido, observamos que la diferencia entre 
dos términos sucesivos de (a, )nen es de la forma 


An+1 — An = glan) = glan-1). 


Como hemos visto en el caso de la función f de la sección precedente, una condición suficiente de 
convergencia de (an)nen es que el decrecimiento de la misma sea de tipo “exponencial”, es decir, 
lan+1 — an| < Ela, — an—1| para cada n € N, siendo 0 < L < 1, en cuyo caso podemos garantizar 
la existencia de un (único) punto fijo de g. Una clase de funciones en las que esta condición se 
satisface es la de las funciones contractivas, que definimos a continuación. 


Definición 8.3.4. Sea A C R y sea g : A — Runa función. Diremos que g es contractiva si existe 
0<L< 1 tal que 


lex) — g(y)| < Elx— yl 


para cada par de puntos x, y de A. 


Ejemplo 8.3.5. La función f : |—1,1] > R, f(x) :=cosx es contractiva. En efecto, si x,y € [—1, 1], 
entonces 
|cosx— cos y| = | sen č||x— y| < sen 1|x— yl. 


Ejemplo 8.3.6. La función f : R>o > R, f(x) := yx es contractiva en [1, +00) y no lo es en [0,1]. 
En efecto, si x,y € [l, +), tenemos que 

x—y 1 

e e 


AE 2 


Vi v5] = 


Por otro lado, si x € (0,1], tenemos que 


|x—0 
Vx 


lo que demuestra que f no es contractiva en (0, 1]. 


vi-0]= 


> lx—o0l, 


Ejercicio 8.3.7. Probar que la función g : R>o > R, g(x) :=x/2+1/x es contractiva en [1,2]. 
Más generalmente, si a > 0, demostrar que la función ga : Rso > R, galx) := x/2+a/2x es 


contractiva en [y/a/2,a]. 


Una observación que vamos a necesitar en lo que sigue es el siguiente resultado. 
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Lema 8.3.8. Una función contractiva es continua. 
Demostración. Sea g : A > A es una función contractiva y sea (dn)nen es una sucesión de A que 


converge a Œœ € A. Queremos ver que 


lim g(a,) = g(0). 


n—00 


Sea 0 < L < 1 la constante cuya existencia asegura el hecho de que g es contractiva. Dado € > 0, 
tenemos que existe ny € N tal que la, — a| < € sin > no. En consecuencia, 


|g(a,) — g(a)| < Ljan -a| < la, — a| <E 


si n > no. Concluimos entonces que g es continua. 


En estos términos, tenemos el siguiente resultado constructivo de existencia de puntos fijos para 
funciones contractivas. 


Teorema 8.3.9 (Teorema de Punto Fijo). Sea A C R un conjunto cerrado y g : A — A una función 


contractiva. Entonces las siguientes afirmaciones son válidas: 
= existe un único punto fijo a € A de g, 
= para cada ay € A, la sucesión (an)nen definida por an+1 := g(a,) converge a Q. 


Insistimos con el carácter constructivo del enunciado: no se trata solamente de un resultado de 
existencia y unicidad de puntos fijos, sino que también nos provee una herramienta efectiva para 
aproximar el punto cuya existencia asegura: la sucesión (an)n>0 del enunciado, comenzando en un 
punto arbitrario ay € A. 


Demostración. Vamos a demostrar que, comenzando en ay € A arbitrario, la sucesión (a, ),>0 del 
enunciado converge en A. Posteriormente vamos a deducir que (an)n>0 converge necesariamente 
a un punto fijo œ de g en A, de lo cual en particular vamos a concluir la existencia de dicho punto 
fijo. 

Fijemos entonces ay € A. Observamos que la diferencia |a, +1 — an| decrece en forma exponen- 
cial. En efecto, dado que la función g es contractiva, tenemos que 


lan+1 FE an| = lg(a,) = glan—1)| < Ljan — dp-1 |. 
En consecuencia, mediante un argumento inductivo se deduce la siguiente acotación: 
lan+1 — an| < Lan —ay-1| < DV \an-1 = an-2| < ps < La] — ao). 


Este decrecimiento exponencial de las diferencias |a, +1 — an| implica que la sucesión (an)n>0 es 
de Cauchy (Lema 3.3.8). Por lo tanto, la Hipótesis 1 de completitud asegura que (a, ),>p converge 
a 0 € R. Más aún, 0 € A ya que A es cerrado y (an)n>0 es una sucesión de A. Finalmente, dado 
que g es continua (Lema 8.3.8), vemos que 


o = lim a, 1 = lim g(a,) = g(a), 
n—>0 n—>0 
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de lo cual concluimos que @ es un punto fijo de g. 
Resta demostrar que existe un único punto fijo de g en A. Para esto, supongamos que 0,0 € A 
son dos puntos fijos de g. Entonces 


| =02|= |g(@1) —g(02)| < Lor — on], 


de donde concluimos que 
0 < lo — œ|(1— L) <0, 


es decir, 


o — A|(1 — L) = 0. Dado que 1 — L > 0, resulta | o, — œ| = 0, o sea, 041 = Oy, como 
queriamos demostrar. 


Es interesante comparar el enunciado del Teorema de punto fijo con el del Ejercicio 8.2.22: si 
S C R es compacto y f : S — S satisface la condición | f(x) — f(y)| < |x— y| para cada x,y € S con 
x Æ y, entonces valen las mismas conclusiones que en el Teorema de punto fijo. En tal sentido, 
cabe destacar que, con las hipótesis del Teorema de punto fijo, resulta |a, +1 — &| = |g(an) — 
g(a)| < Lla, — &| para cada n > 0, es decir, el error en el n-ésimo paso de iteración “decae” 
de forma exponencial. En el caso del Ejercicio 8.2.22, si bien las conclusiones son las mismas 
que en el Teorema de punto fijo, no podemos asegurar que la velocidad de convergencia de la 
correspondiente sucesión al punto fijo cuya existencia y unicidad se garantiza sea de este tipo. En 
la siguiente sección vamos a introducir un concepto que nos va a permitir comparar la velocidad 
de convergencia de dos sucesiones dadas: el orden de convergencia. 


Ejemplo 8.3.10. Analizamos la existencia de puntos fijos de la función f : R > R, f(x) := e — 
a+ 5 en el intervalo |0, 1]. Para esto, vemos que se satisfacen las hipótesis del Teorema de punto 


fijo: 


a f es contractiva en |0, 1], ya que, si x,y € [0,1], entonces 


ao < 3h yl. 


so-so E- E] e- 


= f([0,1]) € [0,1] dado que f(0) = 1/2, f(1) = 0 y f es decreciente en [0,1]. 


En consecuencia, de acuerdo con el Teorema de punto fijo (Teorema 8.3.9) existe un único Y € 


[0,1] tal que f(a) = a. Explicitamente, tenemos que f(x) =x si y solo si 


xX —3x+2 
4 


=x, o equivalentemente, x —7x+2=0. 


Concluimos que œ = (7 — V41)/2. Asimismo, por medio de la iteración de punto fijo podemos 
calcular aproximaciones de precisión arbitraria de Q: si, por ejemplo, definimos ag := 0, entonces 


la sucesión (an)n>0 definida por 


2_ 34,42 
oe San + (n > 0) 


An+1 = flan) < 4 Z 


converge a Q. 
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Ejemplo 8.3.11. El Teorema de punto fijo nos provee una herramienta útil para determinar el lí- 
mite de ciertas sucesiones, como ilustramos en el ejemplo a continuación. Sea (an)n>o la sucesión 


definida por 
1 


ao:= 1, any1:= 


Queremos determinar si (an)n>0 converge, y en tal caso, cuál es su límite. Para esto, observamos 
que, si f : [0, +00) > R es la función definida por 


1 


=p 


entonces an41 = f(a,) para cada n > 0. Si (an)n>0 converge y llamamos Q a su límite, tenemos 
que & > 0 dado que a, > 0 para cada n > 0. Además, a debe ser un punto fijo de f, dado que, 
por la continuidad de f, 


a= fim an+1 = Jím f(an) = f(a). 


En consecuencia, tenemos que & = 1/(1+ 0%), o equivalentemente, et+a-l= 0, de lo que 


concluimos que el único valor posible para QU es 


-1+v5 
aie 


esto es, la única solución positiva de la ecuación 02+a-1=0. 
A fin de ver que la sucesión (an)n>o de (8.5) converge, vamos a aplicar el Teorema de punto 
fijo. Se trata entonces de determinar un conjunto cerrado A C R tal que: 


= (-1+vV5)/2€4; 
= f es contractiva en A; 
a f(A) CA. 


Afirmamos que A := [1/4,2] es una elección adecuada. En efecto, es claro que (—1 + V/5)/2 € 
[1/4,2]. Asimismo, observamos que f([1/4,2]) € [1/4,2], dado que f es decreciente, f(1/4) = 
4/5 y f(2) = 1/3. Por último, f es contractiva en [1/4,2), dado que, si x,y € [1/4,2], entonces 


lx—y). 


ro-ro- L|- bal 16 


l+x 1+y| (1+x)(1+y) 7 25 


En consecuencia, el Teorema de punto fijo (Teorema 8.3.9) asegura que la sucesión (an)n>0 de 
(8.5) converge al único punto fijo de f en [1/4,2], esto es, œ := (—1 + V5) /2. 


Ejercicio 8.3.12 (El método babilónico). Una forma de aproximar \/2 conocida desde hace mu- 
chos años consiste en construir la siguiente sucesión de números racionales p/q: comenzando 
con p:=1 y q:= 1, calculamos los nuevos valores del numerador y denominador mediante las 
fórmulas p + p+2q, q= p+4- 

El objetivo de este ejercicio es demostrar que este método produce una sucesión (an)n>0 de 


números racionales que converge a V2. 
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1. Dado ay := p/q € Q arbitrario, demostrar que a, := (ag +2)/(a9 + 1). 


2. Sea (an )n>0 la sucesión construida mediante el método babilónico a partir de ay € Q arbi- 
trario, es decir, Any 1 = (an +2)/(a, +1) para n > 0. Demostrar que si (dn)n>0 converge, 
converge a V2. 


3. Demostrar que (an)n>0 converge. 


Ejercicio 8.3.13. Sea an := yz A 2+- 4V2 (n > 1) (la notación de puntos suspensivos 


representa n raíces anidadas). 
1. Hallar A C R y una función f : A > R tal que an41 = f (an) para n > 0. 


2. Demostrar que existe & = lim ay. 
n—00 


3. Determinar a. 


4. Analizar la convergencia de la sucesión (an)n>0 definida por ay = 1,5 y An+1 := f (an) para 
n>0. 


Ejercicio 8.3.14. A fin de resolver la ecuación x+ lnx = 0, cuya solución es & ~ 5 mediante un 
método iterativo, se proponen las siguientes fórmulas de iteración: 


—a, 
ay ante * 


An41 = —Inan, an1 i=e ", an = 2 


¿Cuáles de estas fórmulas pueden utilizarse? 


8.3.3. Orden de convergencia 


En la Sección 2.2.2 hemos observado que a la aplicación del método de Newton a la ecuación 
x? = 2 en la Sección 2.1 subyace de hecho el problema de determinar un punto fijo de una función 
adecuada. En efecto, recordamos que, partiendo de una aproximación inicial, que hemos fijado 
arbitrariamente en ay := 1,5, definimos en general a, +1 := an /2+1/a,. Así, si llamamos g(x) := 
x/2+1/x, la sucesión tiene la forma: 


An+1 = 8(an). (8.6) 


En consecuencia, si la sucesión (an)n>0 converge a @ € R (convergencia que se deduce de la 
Hipótesis 3 de completitud, ya que (an)n>0 es monótona y acotada), dado que g es continua, 
necesariamente tendremos 


o = lím a, ,1 = lim g(a,) = g(a), 
n—>0 n—>0 


es decir, 
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Tabla 8.3.: El método de Newton aplicado a x? = 2. 


an flan) 
1.50000000000000 | 0.250000000 
1.41666666666667 | 0.006944444 
1.41421568627451 | 0.000006007 
1.41421356237469 | 0.000000000 
1.41421356237309 | 0.000000000 


RWNFP OS 


Tabla 8.4.: El método de bisección aplicado a 1? = 2. 


n Cn f (en) | 
O | 1.50000000000 | 0.250000000 
3 | 1.43750000000 | 0.066406250 
7 | 1.41796875000 | 0.010635376 
10 | 1.41455078125 | 0.000953913 


de donde inmediatamente se deduce que a” — 2 = 0. Así, la sucesión del método de Newton para 
la ecuación x? = 2 es de hecho la que produce la iteración de punto fijo aplicada a la función 
g(x) :=x/2+1/x. 

Una característica fundamental del método de Newton aplicado a la ecuación x? = 2 es su gran 
velocidad de convergencia (ver la Tabla 8.3). En contraposición, el proceso de aproximación de 
la solución positiva de x? = 2 mediante el método de bisección (Tabla 8.4) o del punto fijo de la 
función coseno por medio de la iteración de punto fijo (Tabla 8.2) puede resultar bastante lento. 
Esto nos plantea la pregunta: ¿por qué tenemos tal diferencia de velocidad de convergencia? 

En general, dado un problema de la forma g(x) = x, donde g : A > A es una función continua 
y contractiva definida sobre un subconjunto cerrado A de R, la sucesión (a, )»>0 de la iteración de 
punto fijo converge al único punto fijo de g en A, y según hemos visto en la demostración del 
Teorema de punto fijo (Teorema 8.3.9), satisface la condición: 


lan+1 mei a| < Ljan > al. 


Por lo tanto, el error |an — &| que cometemos al aproximar & por an mejora en, al menos, un factor 
L al paso siguiente. Así, por ejemplo, si L = 1/10, sería esperable que la aproximación a,+ del 
(n+ 1)—ésimo paso de iteración coincida en, al menos, un dígito decimal más con la solución œ de 
nuestro problema que la aproximación a, del n—ésimo paso. Por otro lado, si L = 1/2, dado que 
(1/2)* < 1/10 < (1/2)? tenemos que, cada 3 o 4 iteraciones generalmente obtenemos un nuevo 
dígito decimal de aproximación, como se puede constatar en la aproximación de v2 mediante el 
método de bisección en la Tabla 8.4. 


Sin embargo, la estimación |an+1 — &| < Lla, — &| es solamente eso: una estimación, y por lo 
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tanto, puede ocurrir que en determinados casos el error pueda acotarse en forma mucho mejor 
que ésta. Este es el caso del método de Newton aplicado a x? = 2. Recordamos que, en este caso, 
teníamos la identidad 


2-9), 2 222 2 uo) 2 
dr (050) 29609 (50) 2 (552) 


de donde, teniendo en cuenta que a? > 2 para cada n > 0 (Lema 2.2.3), resulta 


(an + v2)' 
An+1 + V2) (a, y? 


(a, — V2)’. 


[an+1 v2| = ( 


De esto concluimos que 


Jans- V2| _ (atv) v) _ 1 
(anv) (an1 4V2) an) > 16V2 2V2 


Esto es un caso de lo que se conoce como orden de convergencia cuadrático: el error a cada 
paso es, salvo constantes, el cuadrado del error del paso anterior. En una sucesión de este tipo 
es de esperar que la cantidad de dígitos exactos de una aproximación dada sea el doble de la del 
término anterior. En general, tenemos la siguiente definición. 


Definición 8.3.15 (Orden de convergencia). Una sucesión (an)nen se dice que converge a œ ER 
con orden p si existe una constante L > 0 tal que 

lim lan+1 -a| =L 

n—>00 lan = a|? 

La diferencia entre el método de biseccién y el de Newton aplicados a x? = 2 se explica en- 
tonces en estos términos: el método de bisección produce una sucesión de aproximaciones cuyo 
orden de convergencia es lineal, en tanto que el método de Newton produce una cuyo orden de 
convergencia es cuadrático. Este comportamiento del método de Newton con respecto a x? = 2 
no es particular, sino por el contrario, el caso general: el método de Newton tiene, en general, 
orden de convergencia cuadrático. Sin embargo, a fin de demostrar esta afirmación necesitamos 
herramientas más finas, por lo que vamos a postergar su discusión hasta la Sección 13.2.2. 


Ejemplo 8.3.16. Analizamos el orden de convergencia de la sucesión (ayn) n>0 definida por ay := 1, 
An+1 := COSA, (n > 0). En el Lema 8.3.1 hemos visto que (an)n>o converge al único punto fijo a de 
la función f : R —> R, f(x) := cosx. Para esto, suponiendo que a, # & para cada n > 0, tenemos 


que 
lan +10] [cosa — cos a| 


la, — a| 7 |an — a| 


= |sen n| —> | sen a. >0, 


donde &, es un punto intermedio entre a, y Q para cada n > 0. Esto muestra que la sucesión 


(an)n>0 en consideración converge linealmente a a. 


Ejemplo 8.3.17 (Convergencia cuadrática del método de Newton para polinomios). Recordamos 
que, si p € R[x] tiene una raíz simple a € R, entonces tenemos el siguiente resultado de conver- 


172 


8.3. Existencia de estados de equilibrio: el Teorema de Punto Fijo 


gencia local (Teorema 7.4.13): existe 8 > 0 tal que, si lay — &| < 6, entonces la sucesión (an) n>0 
del método de Newton aplicado a la ecuación p(x) = 0, comenzando en ay, converge a a. Más 
aun, hemos demostrado que existe K > 0 tal que 


lan41 — 02] 


<K 
[an — a|? g 


para cada n > 0. Vemos entonces que nuestro resultado de convergencia local muestra que, si Œ 
es una raíz simple de p, entonces la sucesión del método de Newton, comenzando en ay suficien- 
temente cerca de 0, converge a & con orden al menos cuadrático. 


Ejercicio 8.3.18. Consideremos la función polinomial f :R — R, f(x) := x? —2x+2. 
1. Determinar los puntos fijos de f en R. 


2. Analizar la convergencia de la sucesión de la iteración de punto fijo (an)n>0, An+1 := f (An) 
para cada ay ER. 


3. En los casos en que (a,)»>0 converja, determinar su orden de convergencia. 


Ejercicio 8.3.19. Determinar el orden de convergencia de la sucesión (An)nen del método babi- 
lónico del Ejercicio 8.3.12. 


Ejercicio 8.3.20 (Aceleración de la convergencia). En sucesiones que convergen “lentamente”, 
es posible “acelerar” dicha convergencia mediante un método general conocido como el método 
de aceleración de Aitken. Supongamos que (an)ncn es una sucesión de R que converge a œ € R 
con orden lineal, siendo la constante L en la definición del orden de convergencia menor que 1, es 
decir, lim a, +1 — |/|an — | =L < 1. 
n—>0 
Sea (br)nen la sucesión definida por 
aD 

Qn Qn+2 — n41 


bn := 


An+2 — 24p+1 Tan 


2 
Cn€nt2— n41 


1. Sea en := an — Q para cada n € N. Demostrar que b, — & = 3 
en+2 — 2en+1 + en 


2. Escribamos e,,, 1 en la forma en,1 = (L+ 6,)en para cada n € N. Demostrar que 


(L On) (L On+1) (L | 81)? 


by — 0 = € À 
(L+ 6n41)(L H ôn) 2(L | On+1) 1 


3. Demostrar que Mn» Ôn = 0 y concluir que limy+soo(bn — 0) /en = 0. Explicar en qué sen- 


tido la sucesión (bn)nen converge a & más “velozmente” que (an)nen. 
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numeros reales 


En el Capítulo 5 hemos definido el conjunto de los números reales como el conjunto de los 
desarrollos decimales infinitos admisibles, es decir, 


[e ro.rir2... ¿ro € Z>0, ri € {0,...,9} para i > 1 y para cada i> 0 existe ¡> i¡ con rj 49). 


También hemos definido las operaciones aritméticas entre números reales: si x € [+,—,-, +=) es 
una operación aritmética cualquiera, hemos definido 


(tro.rira ie .) * (+50.5152 de .) = jim ((Ero.rir isa Tn) * (459.5152 aa SN 


es decir, (Erp.r1r2...) * (459.5152...) es el desarrollo decimal admisible determinado por la suce- 


sión de Cauchy ((Ero.rir Tn) (580-5152... Finalmente, hemos dado una noción de 
orden total <, definiendo que 


0:=Hrp.r112...< B :=3Hs0.8182...si y solo si œ = p 004 B y +r, < +s;, siendo 
jo:=mín{j>0:rj Æsj}. 


Así hemos obtenido lo que hemos denominado el cuerpo ordenado de los números reales. Asi- 
mismo, hemos afirmado que el cuerpo ordenado de los números reales resulta completo, es decir, 
satisface las siguientes hipótesis de completitud: 


a Hipótesis 1: Toda sucesión de Cauchy de R converge en R. 


= Hipótesis 2: Toda sucesión de intervalos reales cerrados, acotados y encajados cuya longitud 
tiende a 0 se interseca en un punto en R. 


= Hipótesis 3: Toda sucesión monótona y acotada de R converge en R. 


Asumiendo la validez de estas hipótesis de completitud hemos establecido la existencia de la raíz 
n—€sima de cualquier número real positivo (Teorema 7.1.3) y la existencia de raíces reales de cual- 
quier polinomio real de grado impar (Ejemplo 7.4.5). A su vez, hemos demostrado tres resultados 
clásicos del análisis: el Teorema de Bolzano (Sección 8.1), el Teorema de Weierstrass (Sección 
8.2) y el Teorema de Punto Fijo (Sección 8.3). Como ha podido apreciarse en los dos capítulos 
precedentes, la validez de cada uno de los resultados que acabamos de mencionar depende de 
manera esencial de la validez de algunas de las hipótesis de completitud precedentes. 

Nuestra intención en este capítulo es retomar la cuestión de la completitud de R, determinando 
por qué todas las afirmaciones que hemos hecho son efectivamente válidas. Asimismo, vamos a 
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reexpresar la completitud de R en términos de la existencia de supremos e ínfimos. También vamos 
a aplicar la completitud en la construcción de la exponencial en R. Por otro lado, vamos a discutir 
un tipo particular de sucesiones que aparece en diversas construcciones del análisis: las series 
de números reales. Por último, en un apéndice vamos demostrar que la construcción que hemos 
hecho no es arbitraria, en el sentido de que dos cuerpos ordenados arquimedianos completos son 
matemáticamente equivalentes, en un sentido a precisar. 


9.1. La completitud de ¡R 


Cuando postulamos las hipótesis de completitud hemos demostrado que cada sucesión de Cau- 
chy de Q converge en R (Lema 6.1.1). Si bien esto no prueba que R es completo, ya que solo 
asegura que las sucesiones de Cauchy de Q convergen en R, es el paso clave a fin de establecer la 
completitud de R, como vemos en el siguiente resultado. 


Teorema 9.1.1 (Completitud de R). R satiface la Hipótesis 1 de completitud, es decir, las suce- 


siones de Cauchy de R convergen en R. 
Demostración. Sea (Qn)neN una sucesión de Cauchy de R. Sea +r”) rro ... el desarrollo 


decimal admisible de cada O, y sea RO = +r”) a) a ft) el desarrollo de N dígitos de @ para 


cada N > 0. Tenemos que [Rw — O,| < 1/10" para cada n € N. 

Afirmamos que (Re en es una sucesión de Cauchy de Q. Sea € > 0 y ny EN tal que 1/10” < 
€. Dado que (0 )nen es una sucesión de Cauchy, existe n; € N tal que |, — Om| < € si n,m > nı. 
Por lo tanto, si n,m > máx{nọ,n; ), entonces 


¡RO — R&| < ¡RD On| + |On — Om] 4 ¡RU Om] < 3E. 


Esto demuestra que la sucesión (RP nen es de Cauchy, y por lo tanto, que converge a & € R. 
Afirmamos que la sucesión (0, )nen converge a &. Para ver esto, sean € > 0 y no,m E N tales que 
1/10" <e y ¡RO —a| < € sin > nı. Entonces, para n > máx£ng,n1 y, resulta 

1 1 


[An — A| < |On R| i IRP al < 107 E< 0% he <2e. 


Esto completa la demostración. 


Corolario 9.1.2 (Completitud de R bis). R satisface las Hipótesis 2 y 3 de completitud: 


1. si ([an,bn])nen es una sucesión de intervalos reales cerrados, acotados y encajados tal que 
lim (bn — an) =0, entonces existe a € R tal que Muenlan, bn] = {a}, 
n—700 


2. cada sucesión monótona y acotada de R converge en R. 


Demostración. Comenzamos con la segunda afirmación. Sea (an)nen una sucesión monótona y 
acotada de R. Con la misma demostración que cuando probamos que toda sucesión monótona y 
acotada de Q es de Cauchy (Teorema 6.3.7), concluimos que (an)nen es una sucesión de Cauchy 
de R, y por lo tanto, el Teorema de completitud (Teorema 9.1.1) implica que (a, )nen converge en 
R. Esto demuestra 2. 
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Consideramos ahora la primera afirmación. Observamos que (an)nen y (bn)nen SON sucesiones 
monótonas y acotadas de R. En efecto, dado que fan, bn] > [an+1,bn+1] para cada n € N, tenemos 
que an < an+ı Y bn+1 < bn para cada n € N. Además, a,,b, € [a1,b1], lo que implica que a; < 
An < bn < b; para cada n € N. Esto demuestra que (an)nen y (Dn) nen son sucesiones monótonas 
y acotadas, y por lo tanto, la segunda afirmación, ya demostrada, asegura que convergen a & y B 
en R. Más aún, dado que (bn — 4» )nen converge a 0, resulta œ = p. 

Observamos que & € Men[an, bn], dado que an < & < bn para cada n € N (ver Ejercicio 9.1.3). 
Asimismo, si Y € nenän, bn], entonces y € |an, bn] para cada n € N, es decir, an < y < by para 
cada n € N. En consecuencia, por la propiedad sandwich (Lema 3.1.35) concluimos que y = @, y 
por ende, que Muen[an, bn] = {ar}. 


Ejercicio 9.1.3. Sea (an)nen una sucesión monótona y acotada de R y sea a € R su límite. 


Demostrar que: 
1. Si (an)nen es creciente, entonces an < & para cada n € N. 


2. Si (an)nen es decreciente, entonces & < an para cada n € N. 


9.1.1. La densidad de Q en R y la exponencial real 


Cabe destacar que, simplificadamente, la demostración de la completitud de R (Teorema 9.1.1) 
procede de la siguiente manera: en primer lugar, se demuestra que las sucesiones de Cauchy de Q 
convergen en R (Lema 6.1.1), y posteriormente se demuestra el correspondiente enunciado sobre 
R. Esta forma de proceder es de hecho una estrategia sumamente útil para demostrar cierto tipo de 
afirmaciones sobre R, que se basa en un hecho fundamental: la densidad de Q en R. El objetivo 
de los siguientes ejercicios es explicitar este hecho y utilizarlo. 


Ejercicio 9.1.4 (Sobre la densidad). Sea S un subconjunto de R. Demostrar que las siguientes 


afirmaciones son equivalentes: 

= Cada número real a es el límite de una sucesión de elementos de S. 

= Dados dos números reales œ < B, existe s € S tal que æ < s < B. 
Un conjunto S C R que satisface alguna de estas propiedades se denomina denso (en R). 
Ejercicio 9.1.5 (Densidad de Q en R). Demostrar que Q es denso en R. 


Ejercicio 9.1.6. Sean f, g : R > R dos funciones continuas tales que f(x) = g(x) para cada x € Q. 
Demostrar que f = g. (Sugerencia: si a € RÁ Q, entonces existe una sucesión (an)nen de Q tal 
que lim a, = a. Por hipótesis, f (an) = g(an) para cada n € N.) 

n—-oo 


Ejercicio 9.1.7. Sea f : R —> R una función que satisface las siguientes condiciones: 
1. f(xt+y) = f(x) + fO). 
2. f(x-y) = f): fO). 
3. Existe x € R tal que f(x) £0. 
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Demostrar que f(x) = x para todo x € R. (Sugerencia: demostrar en primer lugar que f(x) = x 
para todo x € Q, luego que f(x) > 0 para todo x > 0 y finalmente que f(x) > f(y) para todo x > y. 
Observar que esta última propiedad implica la continuidad de f :) 


La exponencial real 


Vamos a aplicar estas ideas a fin de discutir la exponencial real. En la Sección 7.1.1 hemos 
considerado la exponenciación de potencia racional. Dado a € Rso y r € Q, hemos definido a’, 
y hemos demostrado que esta definición satisface las siguientes propiedades para cada par de 
números racionales r,s (ver (7.4), (7.5)): 


atadas GB Stay d<a sia>l, a Sa sia<l. (9.1) 


Nuestro propósito en lo que sigue es extender esta definición al caso de exponentes reales, de 
forma que se satisfaga (9.1). En particular, la monotonía (las últimas dos propiedades de (9.1)) 
de la exponencial real va a implicar que la función exponencial f : R > Rso, f(x) := a* resulta 
continua, lo cual nos da una idea sobre cómo encarar la definición de dicha extensión. En efecto, 
dado Q € R, por la densidad de Q en R sabemos que existe una sucesión (R»)nen de Q tal que 


a. = íM, Rn. De hecho, si 4 = +rq.rjr>... es el desarrollo decimal infinito admisible de a, 
podemos elegir R,, en la forma R, := £79.71) ...Fn. Si queremos que f resulte continua, entonces es 


necesario que f(0) = a% = limy 300 f (Rn) = Mm, 30. af”, lo que nos sugiere una definición de a”. 
Por supuesto, para que esta “definición” tenga sentido, es necesario ver que la sucesión (a*"),,59 
tiene límite. 


Lema 9.1.8. Con las hipótesis anteriores, la sucesión (a®"),>9 converge en R. 


Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad que a > 1 y a > 0, y sea M > 0 una cota 


superior racional para la sucesión (R»)n>0. Por la monotonía de la exponencial racional tenemos 


Rn 


que la sucesión (a*"),,59 es creciente y a” es una cota superior de la misma. En consecuencia, 


(an), > resulta una sucesión convergente. 


Ahora sí podemos definir la exponenciación real. 


Definición 9.1.9 (Exponenciación real). Sea & = +=rp.r¡r2... un número real y escribamos Ry := 


+0 .F1 . - -Fn para cada n > 0. Definimos a? como el límite de la sucesión (ak) .>0. 


Una primera observación en relación con esta definición es que, si bien hemos elegido una suce- 
sión particular para representar al número real œ en consideración, la de los desarrollos decimales 
finitos (R,)»>0 de a, la definición de a% no depende de la sucesión (R,,)»>0, en el siguiente senti- 
do: si (Sn )nen es una sucesión de Q que converge a a, entonces la sucesión (Sn — Rn)nen converge 
a 0, de lo cual, de acuerdo al Ejercicio 7.1.17, resulta lim,_,.. an5a = 1, Por lo tanto, las pro- 


Sn—Rn 


piedades aritméticas de los límites aseguran que lim,_,.. a5” = ím, +0 A Ám, 300 4 = q%, 


Resumimos estas consideraciones en la siguiente observación. 
Observación 9.1.10. Sea a E€ R y (Sn)nen una sucesión de Q que converge a a. Entonces 


lim a = a. 
n—>00 
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El siguiente paso es ver que esta definición satisface las propiedades (9.1). Comenzamos por las 
dos propiedades de monotonía de (9.1). 


Lema 9.1.11 (Monotonía de la exponencial real). Sean a> 0 y a,B ER. Si a < P, entonces 


a% <a para a > 1, en tanto que a% > aÊ paraa < 1. 


Demostración. Como en la demostración de la monotonía de la exponenciación racional (Lema 


7.1.11), podemos suponer sin pérdida de generalidad que a > 1. Sean @ := +r9.riro... y B := 


+59.5152... los desarrollos decimales infinitos admisibles de a y p, y sean R, := +rQ.1]F2...fn y 
Sn := E5S0-5152 . . -Sn para cada n > 0. Entonces R, < Sn para cada n > 0, de donde concluimos, por 
la monotonía de exponencial racional (Lema 7.1.11), que af < a% para cada n > 0. Esto implica 
que a% = kM, af" < limy 30 am = aÊ. 

Asimismo, sean r,s € Q tales que œ < r < s < B. Entonces, por lo que demostramos anterior- 
mente y la monotonía de la exponencial racional, tenemos que a% < a” < a* < aP , lo cual concluye 


la demostración. 


Una consecuencia útil del resultado anterior es el siguiente corolario. 


On 


Corolario 9.1.12. Sean a> 0 y (0 )nen una sucesión de R que converge a 0. Entonces (a) ncn 


converge a l. 


Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad que a > 1. Sea € > 0. La continuidad de 
la exponencial racional (Lema 7.1.18) implica que (al/ "nen y (a "nen convergen a 1. Existe 
entonces ny € N tal que |a!” — 1| < e y la" 1/7—1| < e sin > no. Sean, € N tal que |On] < 1/no 
sin > nı. Así, —1/no < Œn < 1/no, y por lo tanto, —e < alm-1<am-1<alM-1<E para 
n > nı. Esto muestra el enunciado. 


Podemos ahora demostrar las dos primeras propiedades de (9.1). 


Lema 9.1.13. Sean a> 0 y a, B € R. Entonces a” -aP = a%+P y (a%)P = ab, 


Demostración. Sean 0 := +ro.rır2 ... y B:=>+80.5152.... Si llamamos Rp := 70.1] ...fn y Sn := 


+50-51 ... Sy para cada n > 0, tenemos que a“ = limy +00 abr, aß = Mn a" y, de acuerdo con la 
Observación 9.1.10, a“+B = lim,_,..a%»*5". Por lo tanto, las propiedades aritméticas de los límites 
y de la exponenciación racional (Lema 7.1.8) implican que 


a -aP = lim af". aS" = lím arth = qa% (9.2) 
n—>00 n— 


Asimismo, si q € Q, entonces, por la continuidad de la potencia racional (Lema 7.1.18) y las 


propiedades de la exponenciación racional (Lema 7.1.8), vemos que 


(a®)1 = lim (af)! Z lim af» = qa% = lim (a1) = (a1). 


En consecuencia, por (9.2) obtenemos que 


(a®)P = lím (a*)" = lím a%5 = lím ar a(R) Sn = lim abr Jím ar ORe) = gob, 


Sn(&—Rn 


dado que limy-+..a )=1 (Corolario 9.1.12). Esto concluye la demostración. 
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Por último, demostramos que la exponencial real es continua. 


Lema 9.1.14 (Continuidad de la exponencial real). Sea a> 0 y f : R > Ryo la función definida 


por f(x) := a". Entonces f es continua. 


Demostración. Sea (Om )nen una sucesión de R que converge a œ € R. Por las propiedades de 
la exponenciación real (Lema 9.1.13) tenemos que a% = a“ - ¿M4 En consecuencia, dado que 
lím, 4%” = 1 (Corolario 9.1.12), concluimos que lim,_,.0a% = a%, como queríamos demos- 


trar. 


Ejercicio 9.1.15. Sea a> 1. 


1. Demostrar que si (On)nen es una sucesión de Ryo con límite infinito, entonces (a™)nen 


tiene límite infinito. 


On 


2. Demostrar que si (On)nen es una sucesión de R<o con límite infinito, entonces (a™)ncn 


converge a 0. 
3. Demostrar que la función f : R > Rso, f(x) := a" es biyectiva. 
Ejercicio 9.1.16 (Potenciación real). Sea a, x, y reales positivos. 


1. Demostrar que x%.y%=(x-y)% 17% = (1%)! = (171) % y (x/y) %=x%/y%. (Sugerencia: 
usar las propiedades correspondientes para œ € Q (Ejercicio 7.1.10).) 


2. Demostrar que si x < y entonces x% < y®. (Sugerencia: observar que x“ < y“ si y solo si 
(x/y)® < 1 y aplicar la monotonía de la exponencial real (Lema 9.1.11).) 


3. Sea (xn)nen una sucesión de Ryo que converge a 1. Demostrar que (x,")nen converge a 1. 


(Sugerencia: suponiendo que x, > 1 para cada n € N, demostrar que xa] <xe< e y 


aplicar la continuidad de la potenciación racional (Lema 7.1.15).) 


4. Demostrar que, para cada 0. ER, la función f : R~o > R, f(x) :=x* es continua. 


9.2. Supremo e ínfimo 


En nuestra discusión en relación con las sucesiones monótonas y acotadas hemos observado 
que el límite œ € R de una sucesión monótona y acotada (a, )nen posee la siguiente propiedad en 
relación con los términos a,, de la sucesión (Ejercicio 9.1.3): 


1. si (an )nen es creciente, entonces & es una cota superior para {a, : n € N}, es decir, a, < a 
para cada n € N; 


2. si (an)nen es decreciente, entonces & es una cota inferior para (a, : n € N}, es decir, O < an 
para cada n € N. 
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Supongamos, para fijar ideas, que (a, )nen es creciente y acotada, y sea œ € R su límite. Enton- 
ces, no solamente œ es una cota superior del conjunto {a, : n € N} formado por los términos de 
la sucesión (an )nen, sino que debe tratarse, en algún sentido, de la mejor cota superior posible, 
dado que, intuitivamente, está tan próxima a términos a, de la sucesión como uno quiera. 

Vamos a formalizar esta idea intuitiva de la “mejor cota superior” del conjunto (a, : n € N}. En 
matemática, acotar nos permite estimar el valor (o el conjunto de valores) que no conocemos. En 
este sentido, la “mejor” cota superior del conjunto (a, : n € N} es la más próxima al mismo, que 
debe ser necesariamente la menor cota superior posible. Ésta es de hecho una definición alterna- 
tiva del límite de una sucesión creciente y acotada, como afirmamos en el siguiente resultado. 


Lema 9.2.1 (Límite de una sucesión creciente). Sea (dn)nen una sucesión creciente y acotada. 
Entonces 0. € R es el límite de (an)nen si y solo si œ es la menor cota superior de {an : n € N}. 


Demostración. Supongamos en primer lugar que & € R es el límite de (an)nen. Dado que (4n)nen 
es creciente, por el Ejercicio 9.1.3 tenemos que a es una cota superior de {an : n € N}. A fin de 
demostrar que & es la menor cota superior de {an : n € N}, sea B < œ y sea € := 4— p > 0. Dado 
que límy 300 dn = 0%, existe no E N tal que |an — | < € para cada n > no. Así, dy — 0 > —£€ = P — Q, 
y por lo tanto, a, > B para cada n > ny. Concluimos que f no es una cota superior de (a, : n € N}, 
de lo cual deducimos que oz es la menor cota superior de (a, : n € N}. 

Recíprocamente, supongamos que (Y es la menor cota superior de (a, : n € N} y sea € > 0. 
Entonces (0. — € no es una cota superior del conjunto (a, : n € N}, ya que Q es la menor cota 
superior de {an : n € N} y æ — e€ < æ. En consecuencia, existe no € N tal que 0— € < an, y 
por lo tanto, dado que (a, )nen es creciente y Q es una cota superior de (an)nen, concluimos que 
0 — E <a, < Q para cada n > no. Esto implica que |an — a| < € para cada n > no y demuestra que 


(4n)nen Converge a 0%. 


Ejercicio 9.2.2 (Límite de una sucesión decreciente). Enunciar y demostrar un resultado análogo 
al del Lema 9.2.1 para sucesiones decrecientes y acotadas. 


Tenemos entonces que el límite de una sucesión monótona (creciente o decreciente) y acotada se 
caracteriza en términos de la mejor cota (superior o inferior) del conjunto (a, : n € N}. Dicha cota 
se denomina el supremo o el ínfimo del conjunto (a, : n € N}. Más generalmente, esta definición 
se puede extender a subconjuntos arbitrarios de R. 


Definición 9.2.3 (Supremo e ínfimo). Sea S un subconjunto de R. 


1. Decimos que 0 € R es el supremo de S, y escribimos a = sup(S), si O es una cota superior 
de S y A < B para toda cota superior B € R de S. 


2. Decimos que a € R es el ínfimo de S, y escribimos & = inf(S), si œ es una cota inferior de 
S y a> B para toda cota inferior B € R de S. 


Ejercicio 9.2.4 (Una caracterización alternativa del supremo y el ínfimo). Sea S CR. 


1. Demostrar que & es el supremo de S si y solo si 


= & es una cota superior de S, y 
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= para cada e > 0 existe x € S tal quea—€ < x. 


2. Enunciar y demostrar una caracterización análoga para el ínfimo de S. 


9.2.1. La completitud en términos de supremos e ínfimos 


Dado que las sucesiones monótonas y acotadas tienen límite, la caracterización del límite de 
las sucesiones monótonas (Lema 9.2.1 y Ejercicio 9.2.2) asegura que el conjunto {an : n € N} 
posee supremo si (a, )nen es una sucesión creciente y acotada, e ínfimo si (a, )nen es una sucesión 
decreciente y acotada. Más generalmente, tenemos el siguiente resultado. 


Teorema 9.2.5 (Completitud vía supremos e ínfimos). Valen las afirmaciones: 
= Todo subconjunto de R acotado superiormente tiene supremo. 
= Todo subconjunto de R acotado inferiormente tiene ínfimo. 


Demostración. Demostramos la primera afirmación. Sea S un subconjunto de R acotado supe- 
riormente. Entonces existen números reales, digamos Ag, Bo, tales que Ag no es una cota superior 
de S y Bo sí lo es. Vamos a “encontrar” el supremo de S por medio de un proceso del tipo de 
“bisección”, es decir, vamos a construir una sucesión (An )n>0 de números reales que no son cotas 
superiores de S y una sucesión (B,)n>0 de cotas superiores de S, que refinan progresivamente a 
Ao y Bo y convergen al supremo de S. Para esto, consideramos el punto medio Cp := (Ao + Bo) /2 
de [4o, Bo], y definimos [A;,B,] como [4p,Cp] si Co es una cota superior para S y [Co, Bo] en caso 
contrario. De esta manera, tenemos que A, no es una cota superior de S y Bı sí lo es. 

Prosiguiendo de esta manera, obtenemos una sucesión de intervalos cerrados, acotados y enca- 
jados (Ao, Bo] > [41,B1] > --- cuya longitud tiende a cero, de forma tal que A, no es cota superior 
de S y B, sí lo es para cada n > 0. En particular, tanto la sucesión (A, )»>0 como (B,)n>0 convergen 
en R, al mismo número real, digamos a. 

Observamos en primer lugar que & es una cota superior de S. De hecho, dado s € S, tenemos que 
Bn > s para cada n > 0. Asi, por el principio de conservación del número (Lema 3.1.40) tenemos 
que el límite a de (B,,)»>0 satisface la condición @ > s. 

Por otro lado, si B es una cota superior para S, tenemos que A, < p para cada n > 0, dado que 
cada A, no es una cota superior para S. Por lo tanto, el principio de “conservación de los números” 
asegura que œ < $. Esto demuestra que & es la menor cota superior de S, esto es, el supremo de 


S, y concluye la demostración. 


Hemos introducido las nociones de supremo e ínfimo en relación con el límite de las suce- 
siones monótonas y acotadas, nociones que posteriormente hemos generalizado a subconjuntos 
arbitrarios de IR. De todas maneras, también es posible caracterizar el supremo y el ínfimo de un 
subconjunto arbitrario de R en términos de sucesiones de S$, como vemos en el siguiente ejercicio. 


Ejercicio 9.2.6 (Supremo e ínfimo mediante sucesiones). 


1. Sea S CR un conjunto acotado superiormente. Entonces a& € R es el supremo de S si y solo 
si & es cota superior de S y existe una sucesión de S que converge a Q. 
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2. Enunciar y demostrar una caracterización análoga a la del item anterior para el ínfimo de 
un subconjunto de R acotado inferiormente. 


Ejercicio 9.2.7. Sea (a,)nen una sucesión de R que converge a a € R. Para cada n € N defini- 
mos Ay := SUPpÍAn,Any1,---) Y Bn := inf{ay,an41,...}. Demostrar que las sucesiones (An)nen y 
(Br)nen convergen a Q. 


Ejercicio 9.2.8. Hallar el supremo y el ínfimo de los siguientes conjuntos: 


1 1 1 
Si:= E nen}, S2:= {ats ¿kn EN), S3 := {x E€ R : 3x7— 10x+3 < 0}. 
Ejercicio 9.2.9. Probar el siguiente Teorema de comparación para supremos: si S,T son dos 
subconjuntos no vacíos acotados superiormente de R, tales que a < b para cada a € S y cada 
b €T, entonces sup(S) < sup(T). 


9.3. Series 


En las secciones anteriores hemos considerado un tipo particular de sucesiones: las definidas 
por los desarrollos decimales finitos. La característica especial de estas sucesiones que queremos 
poner de manifiesto aquí es que el (m+ 1)—ésimo término de una sucesión de desarrollos decimales 
finitos (ro.rir2..-Tn)n>o Se obtiene a partir del m-ésimo término sumando a éste un elemento 
determinado, Y +1/10+!, Por supuesto, toda sucesión puede describirse de esta manera, dado 
que a, +1 Siempre se obtiene sumando a,» +1 — am al término am, pero la situación que nos interesa 
es cuando este término es particularmente interesante por algún motivo determinado. Este tipo 
de sucesiones es lo que vamos a denominar una serie. 


Definición 9.3.1. Un par de sucesiones (an)neN y (Sn)nen de R se denominan una serie real si 
Sn = 41 +--+ +a, para cada n € N. 


Vamos a emplear la notación Y_¡ a, para referirnos a las dos sucesiones (dn) nen y (Sn)nen 
involucradas: el signo de suma hace referencia a que cada s,, se obtiene a partir de la suma de los 
términos a,,, en tanto que el hecho de que la suma es infinita da la pauta de que nos interesa en 
particular el límite de (sn )nen. El término a, se denomina el n—ésimo término de la serie Y'_¡ Gn, 
en tanto que sn := Xz] az es la n—€ésima suma parcial de la serie "| dn. 


Ejemplo 9.3.2 (La serie geométrica). Una familia fundamental de ejemplos es la de las series 
geométricas, es decir, las series de la forma Y ;_¿r" para cierto r € R. 


Ejemplo 9.3.3 (La serie armónica generalizada). Otra familia de ejemplos interesante es la de 


las series armónicas generalizadas Y_, 1/n%, donde a > 0. En particular, la serie Y ;,-1 1/n se 
denomina la serie armónica. 


El interés por las series reales proviene del hecho de que algunos números y funciones reales 
importantes de la matemática se pueden representar por medio de series “simples”. Este es el caso, 
por ejemplo, del número e. 
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Ejemplo 9.3.4 (El número e). En la Sección 6.3.3 hemos definido el número e como el límite de 
la serie Y; 1/n!. 


9.3.1. Series convergentes 


Como hemos mencionado, dada una serie real Y, dn, nos interesa especialmente el compor- 
tamiento asintótico de la sucesión de sumas parciales (Sn )nen. En tal sentido, tenemos la siguiente 
definición. 


Definición 9.3.5. Diremos que una serie real Y ;._¡ an converge si la sucesión de sumas parciales 
(sn)nen converge. En tal caso, vamos a usar la notación & = Y ;_| an para expresar el hecho de 
que la serie Y ;_¡ an converge a 0, € R, esto es, & := limp +. Sn. Asimismo, una serie Vy, Gn que 


no converge se dice que diverge. 


Ejemplo 9.3.6 (Convergencia de la serie geométrica). A fin de estudiar la convergencia de la serie 


geométrica Y >or”, observamos que la n—ésima suma parcial Sn es 


S=1+r+r24.+41"= e (sirA 1). 


Si |r| < 1, entonces (r"*!),>p converge a 0, por lo que (sn)n>0 converge a 1/(1—r). Por otro lado, 


si |r| > 1 entonces (r"+!),,>p tiende a infinito, y por lo tanto (sn)n>0 tiende a infinito. Por último, 


en los casos r = +1 es fácil ver que las series correspondientes no convergen. En consecuencia, 
tenemos que 


1 


1 oo 
y r” = —— paralr|<1 y y r” diverge para |r| > 1. 
n=0 <2 n=0 


Son relativamente “pocos” los casos en los que se puede determinar explicitamente el limite de 
una serie dada. Como vemos en el ejemplo precedente, éste es el caso de las series geométricas. 
En el siguiente ejercicio exhibimos otros ejemplos. 


Ejercicio 9.3.7. Encontrar el límite de las siguientes series: 


y 2O AOD el a y 1 y l 
3n—2” A 3n=2 > 6" > E n(n+1)’ Qn—-1)Qn+1)' 


n=1 n= n=1 n=1 


Ejemplo 9.3.8. Resulta interesante analizar el comportamiento asintótico de las series 
E 1/n y Ey-¡(-1)”/n, ya que, si bien éstas parecen bastantes similares a primera vista, sus 
comportamientos difieren significativamente. 

Observamos en primer lugar que la serie Y ;_¡ 1/n diverge. En efecto, si S, es la correspon- 
diente n—ésima suma parcial, es decir, Sn := 1+1/2+---+1/n, entonces 


Ll o od 1 1 1 1 1 1 n+2 
son = 14 H H H pai >14 H pat ; 
2 3 4 5 7 8 2 22 2 2 
eee 
>2 >t n veces 


Por lo tanto, san > 1+n/2 de donde, dado que (sn)nen es estrictamente creciente, concluimos que 


(Sn)nen tiende a infinito. 
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Por otro lado, la serie Y;;_¡(—1)"/n converge. En efecto, los términos de cada suma parcial de 


índice par Sy, se pueden agrupar en la forma siguiente: 


A) 


Dado que los términos entre paréntesis son todos negativos, tenemos (s2n)nen es una sucesión 


decreciente. A su vez, cada suma parcial s2,+1 se puede expresar en la forma 


ay fl TN ING ce fei 
Snr ay E O UN comp Nags FIL) 


Dado que los términos entre paréntesis son todos positivos, tenemos (s2n+1)nen es una sucesión 


creciente. Asimismo, tenemos que 


< Sn <0, 


1 
=l < s2n41 = S2n — ml 


lo que demuestra que (s2n)nen está acotada inferiormente por —1 y (s2n+1)nen está acotada 
superiormente por 0. Así, concluimos que (s2n)nen Y (S2n+1)nen convergen. Por último, de la 
identidad son+1 — Son = —1/(2n+1) deducimos que limps. 52n = Mn 52n+1, y en particular, 


que (Sn)ncn Converge. 


Series alternantes 


La demostración de la convergencia de la serie Y""_, (—1)”/n del Ejemplo 9.3.8 se puede gene- 
ralizar significativamente, obteniéndose el conocido criterio de Leibniz para la convergencia de 
una serie alternante. Una serie Y, bn es alternante si el signo de b, es distinto del de b,,,1 para 
cada n > 1, o equivalentemente, si es de la forma YEs_¡ (—1)"a, o de la forma Y_¡(-1)+la,, 
siendo (an)nen una sucesión de R>o. 


Lema 9.3.9 (Criterio de Leibniz). Sea (a,),>1 una sucesión decreciente de Rso tal que lim a, = 
0 E n—300 


0. Entonces la serie alternante Y ;;_¡ (—1)” a, converge. 


Ejercicio 9.3.10. El objetivo del presente ejercicio es obtener una demostración del criterio de 


Leibniz para series alternantes. 
1. Probar que la subsucesión de sumas parciales (S2n)nen es decreciente. 
2. Probar que la subsucesión de sumas parciales (s2n+1)nen es creciente. 
3. Demostrar que Sı < S2n41 < S2n < $2 para cada n > 1. 


4. Concluir que Y, ¡(—1)” a, converge. 


-1) n+1 oS: 
Ejercicio 9.3.11. Estudiar la convergencia de las series ae = 7 PET 2 : 
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9.3.2. Criterio de Cauchy de convergencia 


De los ejemplos anteriores se ve que demostrar que una serie converge o diverge puede ser 
complicado. El objetivo central de esta sección es obtener criterios simples que permitan deducir la 
convergencia o divergencia de una serie real );-_, a, en función de los términos de la misma. Dado 
que dicha convergencia o divergencia es de hecho la de la sucesión (s»)ren de sumas parciales 
Sn := 41 +++ -+ an, Una primera observación es que, por la completitud de R, Y;_ ¡ an converge si y 
solo si (Sn )nen es de Cauchy. Esta observación, que podría parecer poco interesante a primera vista, 
es útil debido a que la condición de ser una sucesión de Cauchy toma una forma particularmente 
simple en el caso de una sucesión de sumas parciales. 

Más precisamente, sea )';_ ¡ an una serie real y sea (sn )nen la correspondiente sucesión de sumas 
parciales. Tenemos entonces que, por definición, la serie Y;;_ , a, converge si y solo si la sucesión 
(Sn)nen converge. Tratándose de una sucesión de R, (Sn )nen converge si y solo si es de Cauchy, es 
decir, si para cada € > 0 existe no € N tal que |Sn+ — Sn] < € para cada n > no y cada k > 0. Dado 
que Sa+k — Sn = An+1 +***+4n+k, obtenemos el siguiente criterio de convergencia. 


Lema 9.3.12 (Criterio de Cauchy de convergencia). Una serie real Y, a, converge si y solo si 
para cada e > 0 existe ny € N tal que 


A AE 


para cada n > ny y cada k > 0. 


Ejemplo 9.3.13. Consideramos la convergencia de la serie armónica X>; 1/ n?. De acuerdo con 
el criterio de convergencia de Cauchy, dado € > 0, deberíamos demostrar que existe ny E N tal 
que, sin > nọ y k > 0, entonces 


1 1 


m a <* (9.3) 


Para esto, teniendo en cuenta que (n+ 1)? > n(n+ 1) para cada n € N, vemos que 


1 | 1 | fi 1 1 J 1 | | 1 
(n+1p2 "ao ani mir) MARA 


T (n+2)2 T T 
eS eo eee ee foe 1 
n ntl) \ntl n+2)' "Na+k—=1  n+k)' 


La última suma es “telescópica”, esto es, los términos sucesivos se cancelan entre sí excepto el 


primer y el último sumando, por lo que resulta 


1 1 1 1 1 k 1 
< 


(n+1) | hee (n+k)? Sa n+k n(n+k) Tn ey) 


ACT 


Así concluimos que si ny > 1/€ y n > no, entonces (9.3) se satisface para cada k > 0. En conse- 


cuencia, el criterio de convergencia de Cauchy (Lema 9.3.12) asegura que Y ;;_, 1/n? converge. 


Ejercicio 9.3.14. Sea (an)nen una sucesión acotada de R y 0 < r < 1. Demostrar que la serie 


oo A 
Y 0 dnt" converge. 
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En lo que sigue vamos a extraer algunas consecuencias útiles del criterio de Cauchy de conver- 
gencia (Lema 9.3.12). 

Dado que el límite de una sucesión (an)nen nos informa sobre el comportamiento asintótico de 
la misma, sabemos que éste no cambia si modificamos una cantidad finita de términos de (an )nen. 
Esto no es cierto en el caso de una serie )';_¡ dn, ya que si modificamos un término, digamos ang, 
todas las sumas parciales sn con n > no se modifican, dado que an, es un sumando de cada una de 
ellas. Sin embargo, esta modificación no cambia la cualidad de ser o no convergente de la misma, 
como mostramos en el siguiente resultado. 


Corolario 9.3.15. Sean Y ;;_¡ an y Y, ¡ bn dos series reales que coinciden salvo en finitos térmi- 
nos, es decir, existe ny E N tal que a, = by para todo n > ny. Entonces Y; 1 an converge si y solo 


si Y On converge. 


Demostración. Supongamos que );;_¡ dn converge y veamos que ),_ ¡ bn converge. Por el criterio 
de Cauchy de convergencia (Lema 9.3.12) tenemos que para cada € > 0 existe nı € N tal que 
lan+1 +: +Anyl < € para cada n > n; y cada k > 0. Dado que a, = bn para cada n > no, 
tenemos que 

[Png +=" + bnl = lanti +H anyk) < E 


para cada n > máx{n;,no} y cada k > 0, lo que demuestra que, de acuerdo al criterio de Cauchy 


: Sy ests 
de convergencia, la serie )"_, bn converge. 
Finalizamos la sección con otra consecuencia del criterio de Cauchy de convergencia. 


Corolario 9.3.16. Sea Y;;_, a, una serie de números reales convergente. Entonces la sucesión 


(an)nen converge a 0. 


Demostración. Sea e > 0 fijo. Dado que Y ;;_¿ dn converge, por el criterio de Cauchy de conver- 
gencia (Lema 9.3.12) tenemos que existe no € N tal que |an+1 +-+- +an+g| < € para cada n > no 
y cada k > 0. En particular, fijando k = 1 concluimos que la, + ¡| < € para cada n > no. Esto de- 


muestra que (a, )nen converge a 0. 


Ejemplo 9.3.17. Consideremos la serie Y ;-¡(—1)". Observamos que la sucesión de términos 
(=D nen no converge a 0, de lo que concluimos, por el Corolario 9.3.16 precedente, que la 


serie Y ;-¡[—1)" no converge. 


Como hemos visto en el análisis de la serie armónica Y, 1/n (Ejemplo 9.3.8), no es cierta la 
recíproca del Corolario 9.3.16: la sucesión (1/n),en converge a 0, y sin embargo la serie armónica 
E>; 1/n diverge. 


Ejercicio 9.3.18 (Criterio de la integral). En este ejercicio enunciamos un criterio útil de conver- 
gencia de ciertas series, conocido como el criterio de la integral. 


Sea f : R>1 > Rso una función decreciente. 
1. Demostrar que f(n) > f"! f(x)dx > f(n+1) para cada n > 1. 


2. Concluir que Z”; f(n) > SU f(x)dx > y) f(n+ 1) para cada m > 1. 
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3. Deducir que Y.;,_, f(n) converge si y solo si existe lim ff f(x)dx 
n—700 


Ejercicio 9.3.19. Determinar para cuáles valores de & > 0 las siguientes series convergen: 
ee Ao 
an Poni DR = ninn( aaa 


9.3.3. Series absolutamente convergentes 


Tal como la propia notación lo indica, es importante no perder de vista que una serie >” 


n=14n 
es una suma. En tal sentido, cabe preguntarse hasta qué punto una serie, es decir, una “suma infi- 
nita”, hereda las propiedades que satisfacen las sumas finitas. Una propiedad básica de las sumas 
finitas es la conmutatividad, es decir, el hecho de que el resultado de una suma finita no depende 
del orden en que se suman los términos. Desafortunadamente, la “suma” de una serie puede 
depender del orden en que se suman sus términos, como vemos en el ejemplo a continuación 
(ver, por ejemplo, [Kno56, §3.6] por una discusión general acerca de cuáles propiedades de sumas 


finitas continúan siendo válidas en el contexto de series infinitas). 


Ejemplo 9.3.20. Consideremos nuevamente la serie Y ;-¡[(—1)"/n. Observamos que converge a 
un número real menor que —1/2. Afirmamos que es posible reordenar esta serie de modo que 
converja a 0. En efecto, definimos a, := —1, como en la serie original. A continuación, ubicamos 
tantos términos positivos de la serie original como sea necesario para obtener una suma parcial 
positiva. Más precisamente, si definimos az := 1/2, az := 1/4, as := 1/6 y as := 1/8, vemos que 
ai +- -+a4 <0 ya; +- -+as >0. Luego definimos as := —1/3, el siguiente término negativo de 
la serie original. Posteriormente, agregamos los siguientes términos positivos de la serie original 
hasta que obtengamos nuevamente una suma parcial positiva. De hecho, basta con agregar a7 := 
1/10, ag := 1/12, ag :=1/14 y ajo := 1/16. Así sucesivamente vamos sumando todos los términos 
de la serie original, de forma tal que la sucesión de sumas parciales (Sn)nen oscila en torno a 0, 
y por lo tanto, converge a 0. 

Veamos esta última afirmación con más detalle. Supongamos que Sn—1 < Q y Sn > 0 para cierto 
n EN (por ejemplo, podría ser n= 5 o n= 10). Esto significa, por construcción, que an > 0 y 


An+1 < 0. Tenemos entonces que: 


<an 


con los términos positivos que con los negativos, 


m S, < > 0, an+ı < 0 y “avanzamos” más rápido 


[Sn+1] < lan+1 |. 


La estimación |Sn+k| < lan+1| es válida para todas las sumas parciales negativas a continuación 
de Sn, en tanto éstas no cambien de signo, dado que sumamos términos positivos a sy+1 hasta 
que haya un cambio de signo. Cuando esto ocurra, con el mismo argumento podremos estimar 
el valor absoluto de las siguientes sumas parciales por el valor absoluto |dy+,| del siguiente 
término negativo. Por lo tanto, la sucesión (sn)nen converge a 0. En conclusión, la reordenación 
de la serie Y ¡(—1)”/n resulta en una serie ) 


ES 1/n E 


¡ 4, que converge a un valor distinto que 
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¿Cómo se puede explicar el fenómeno del ejemplo precedente? Básicamente ocurre que la serie 
¥7_,(—1)"/n converge gracias a un fenómeno muy importante de cancelación entre los sucesivos 
términos de la serie, debido fundamentalmente a que se trata de una serie alternante (como asegura 
el criterio de Leibniz, Lema 9.3.9). Por lo tanto, si los términos de la serie se reordenan, se altera la 
forma en que se cancelan los términos en las correspondientes sumas parciales y, en consecuencia, 
la serie resultante puede converger a otro valor, o incluso diverger. 

Así, una serie );_, an cuya convergencia depende del orden de los términos a, es una serie que, 
en algún sentido, “no representa la suma infinita de sus términos”, dado que dicha “suma” varía, 
o incluso pierde sentido, si se cambia dicho orden. De hecho, es posible demostrar que, para cada 
a ER, existe una reordenación de );,_ ¡ an que converge a a, lo que muestra que el número real al 
cual converge Y; ¡ a, tiene “poco significado” en función del conjunto de términos (a, : n € N} en 
consideración (una demostración de este hecho puede obtenerse generalizando los argumentos del 
Ejemplo 9.3.20; ver, por ejemplo, [Spi92, Capítulo 22, Teorema 2]). Por otro lado, si el fenómeno 
de cancelación no juega un papel preponderante en la convergencia de la serie en consideración, 
entonces, como vamos a ver más adelante, el valor al cual dicha serie converge no depende del 
orden de los términos, y por lo tanto tiene un significado “intrínseco” en términos del conjunto 
de términos {an : n € N}. Plasmar la noción que describe este comportamiento es el objetivo de 
nuestra siguiente definición. 


Definición 9.3.21. Una serie Y ;_¡ an se dice absolutamente convergente si la serie de valores 


absolutos Y ;;_ |an| converge. 


Ejemplo 9.3.22. Toda serie de números reales positivos convergente es absolutamente conver- 
gente. La serie Y;._¡(—1)"/n? es absolutamente convergente, en tanto que la serie Y;_¡(-1)"/n 


no lo es. 


De nuestra discusión anterior a la definición de convergencia absoluta debería concluirse que 
una serie absolutamente convergente necesariamente converge. Dado que esto no se deduce direc- 
tamente de la definición, lo demostramos a continuación. 


Lema 9.3.23. Si una serie real es absolutamente convergente, entonces es convergente. 


Demostración. Sea Y ;;-¡ an Una serie real absolutamente convergente. A fin de demostrar que es 
convergente vamos a aplicar el criterio de Cauchy de convergencia (Lema 9.3.12). Sea € > 0. Dado 
que Y;,-1 la, | converge, existe no € N tal que la, yx] +++: + |an| < € para cada n > ny y cada k > 0. 
Esto en particular implica que |an+}k +::-+an| < € para cada n > ny y cada k > 0, de lo cual, 


gracias al criterio de Cauchy de convergencia, concluimos que Y ;_¡ dy converge. 


Consideramos ahora el resultado principal de esta sección: la suma de una serie absolutamen- 
te convergente no varía por reordenaciones de sus términos. La idea puede ilustrarse a partir 
del análisis de la convergencia de la serie £%_; 1/n?. Dado € > 0, de acuerdo con (9.4) tenemos 


que, sin > 1/e, entonces 
1 1 
boy <e 
(n+1)2 (n+k)2 
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para cada k € N. Fijemos por ejemplo e = 0,001, en cuyo caso resulta 


1 1 
(1001)2 ©" (1000+k)? 


< 0,001 


para cada k > 0. En particular, tomando limite cuando k tiende a infinito, por el principio de 
conservación del número (Lema 3.1.40) concluimos que 
al 
Y <0,001. 
n 
n=1001 


Así, el valor límite Y;_¡ 1/ n? está determinado, a menos de 0,001, por la suma de los primeros 


co 


22 1/n2 no cambia si reorde- 


1000 términos. Esto explica que el valor limite de la suma infinita Y 
namos sus términos: en cuanto consideremos una suma parcial de la serie reordenada que incluya 
estos primeros 1000 términos de la suma original, sabremos que tenemos el valor límite a menos 


de 0,001. En términos generales, tenemos el siguiente resultado. 


Teorema 9.3.24. La suma de una serie absolutamente convergente no depende del orden, es decir, 
yan = 59 A5(n) para toda biyección o : N +N. 


Demostración. Sean Sn := VP, ak Y sh = El] g(x) las n—ésimas sumas parciales de la serie 
Yr¡—1 4n y de la reordenación Xp- dg(n) respectivamente. Fijemos € > 0. Dado que (Sn)nen es 
convergente, existe no € N tal que 


<E. (9.5) 


co 
Sno a y An 
n=1 


A su vez, por el criterio de Cauchy de convergencia (Lema 9.3.12) podemos elegir ny suficiente- 


mente grande como para que 
lani] ++ lanp] < € (9.6) 


para cada n > no y cada k > 1. 

Sea mo := máx{07! (1), ..., 07! (no) }. Por la definición de mo tenemos que si o (k) € {1,...,no}, 
entonces k < mọ, o equivalentemente, si k > mo entonces o (k) > no. 

Fijemos m > mọ y analicemos la diferencia |s”, — Snol: Siendo m > mọ, todos los términos 
ao(1);- +- ,&o(mọ) aparecen en la suma si. Asimismo, por la definición de mo, éstos incluyen todos 
los términos 41, ...,@ng, que también aparecen en la suma sn}. En consecuencia, estos términos se 
cancelan en la resta sj, — Sn), que por ende resulta una suma de términos a; con k > no. De (9.5) y 
(9.6) concluimos que 


< [Sin — Snol + < le 


co 
Sno a y An 


n=1 


o0 

/ 

sy Sa 
n=1 


para cada m > mọ y cada n > no. Esto prueba que la sucesión (s',)nen converge a YY", an, es decir, 


que Ye) 4k = Xg- 4o(k), como queríamos demostrar. 


Una serie real convergente que no converge absolutamente se denomina condicionalmente con- 
vergente. 
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Ejercicio 9.3.25. Sea Vy an una serie real condicionalmente convergente. 
1. Demostrar que existen infinitos términos an > 0 e infinitos términos a, < 0. 


2. Si Y —; Pn es la serie formada por los términos positivos y Y 1 qn consiste de los términos 


negativos de Y ;_¡ an, entonces ambas series divergen. 


3. (optativo) Demostrar que Y ;_¡ an puede ser reordenada de manera que converja a cual- 


quier número real &. 


Ejercicio 9.3.26. Demostrar que si la serie Vy, an es absolutamente convergente, entonces 


Y7_¡ converge (absolutamente). 


Algunos criterios de convergencia absoluta 


Dada una serie )”,,_ ¡ dn, un problema básico es determinar si ésta converge o diverge. En lo que 
sigue damos un criterio que permite decidir esta cuestión “por comparación”. 


Teorema 9.3.27 (Criterio de comparación). Sea Y ;;-¡ bn una serie real absolutamente convergen- 
te. Si (An )nen es una sucesión de R tal que existe ny E N con |ay| < |b, | para cada n > no, entonces 


Y, 4n converge absolutamente. 


Demostración. A fin de demostrar que Y;_ ; 4, converge absolutamente vamos a aplicar el criterio 
de Cauchy de convergencia (Lema 9.3.12). Sea € > 0. Dado que Y; ¡ |b, | converge, existe nı > 0 
tal que |ba| +--+ + |bnix| < € para cada n > n; y cada k > 0. Esto implica que la, | +--+ |an+k| < 
lbn | +--+ + |bn+k| < e para cada n > max{no,m1} y cada k > 0, de lo cual, gracias al criterio de 


Cauchy de convergencia, concluimos que Y;,_¡ |an| converge. 


Ejemplo 9.3.28. La serie Y;_, Inn/(n? +2,/n) converge absolutamente. En efecto, 


Inn Inn 1 
< 


0< < 
~ +2 /n7~ WB ~ v2 


para cada n € N. Como la serie Y ;_, 1/n* converge absolutamente (Ejemplo 9.3.13), concluimos 
que la serie Y°_, Inn/(n? +3,/n) también lo hace. 


El siguiente resultado es de hecho un caso particular del criterio de comparación: se trata de 
comparar la serie en consideración con una serie geométrica adecuada. Este criterio, por medio 
del cual ya demostramos la convergencia de ciertas sucesiones a O (ver el Ejercicio 3.1.15), resulta 
particularmente útil para series en las cuales los términos incluyen factores exponenciales, como 
ocurre con frecuencia. 


Teorema 9.3.29 (Criterio del cociente). Sea Y;_, a, una serie real tal que existe el límite £ := 


dim |an |/lanl. 
= Sil < 1, entonces Y; an converge absolutamente. 


a Sil > 1, entonces Y ;_¡ An diverge. 
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Demostración. Supongamos en primer lugar que £ < 1 y fijemos £ < ¢’ < 1. Entonces, dado que 
KM, |@n41|/|an| = £, existe no E N tal que |ay41|/|an| < l’, o equivalentemente 


para cada n > ng. De esto se deduce, inductivamente, que |an4g| < lan|((4)* para cada n > no y 
cada k > 0. Por lo tanto, si m > no, resulta 


m—ngo 


y [an | < y [ap Ly" = L lan /(2). (9.7) 


n=Nno n=Nno 


Dado que E? 9 |dn,|(¢’)” converge, el criterio de comparación (Teorema 9.3.27) asegura que 
Y =np 4n Converge absolutamente, y por lo tanto } p-o dn también lo hace. 

Por otro lado, si £ > 1, dado que lim, +. |@n+1|/|@n| = £, fijando £ > V > 1 tenemos que exis- 
te no € N tal que la, 1|/lan| > ( para cada n > ny. Inductivamente deducimos que |a,41| > 
|an HL) "0 para cada n > no. Esto implica que (a,)nen no converge a 0, por lo cual, de acuerdo 


con el Corolario 9.3.16, la serie );;_¡ dn diverge. 


Ejemplo 9.3.30. La serie Y ;_¿r"/n! converge para cada r € R. En efecto, si estudiamos los 


cocientes [ay 11/|an| de los términos de dicha serie, tenemos que 


prt 1)! 
a SN gga PUEDE ee ag, 
neo |an] nyo r”/n) no>on+ | 


En consecuencia, el criterio del cociente asegura que la serie Y ;;_¿r” /n! converge. 


Otro criterio útil es el siguiente criterio de la raíz enésima, que ya hemos utilizado a fin de 
demostrar la convergencia de algunas sucesiones a 0 (Lema 7.1.19). 


Teorema 9.3. = (Criterio de la raíz enésima). Sea Y;,_, an una serie real tal que existe el límite 
£:= lim ¢/|ay|. 

n—-oo | n 

= Sil <1, entonces Y; an converge absolutamente. 

a Sil > 1, entonces Y ;;_¡ an diverge. 


Demostración. Supongamos en primer lugar que £ < 1 y fijemos £ < l’ < 1. Entonces, dado que 
KM, 4/14n] = 4, existe no E N tal que x/lan| < £? para cada n > ng. Por lo tanto, |an| < (¢’)" 
para cada n > ng, de lo que deducimos que, si m > no, entonces 


y |a,,| < y (e n 


n=n0 n=Nno 


Dado que Yr ng (£ Py" converge, el criterio de comparación (Teorema 9.3.27) implica que £>- ma 
converge absolutamente, y por lo tanto Y;;_ ¡ an también lo hace. 


La demostración de la segunda afirmación es similar a la demostración de la correspondiente 


afirmación en el criterio del cociente (Teorema 9.3.29). 


Ejemplo 9.3.32. Si0 < £< 1, entonces Y ;;_¿n€" converge absolutamente: dado que 


lim Vné" = lim nl =£ <1, 


n—700 n—00 
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el criterio de la raíz enésima asegura que )_ nt" converge absolutamente. 
Ejercicio 9.3.33. Estudiar la convergencia de la serie Y ;_¡ an, siendo: 


3 n! 2n! 1 1 kon 
On = an an = Jon? On => ane PER re adage an = ne "(keN). 


Ejercicio 9.3.34. Sabiendo que 1 < an+1 /an < 2 para cada n € N, probar que las series 7 an/n! 


y YP) 41 /e” son convergentes. 


9.3.4. Aproximación de números reales por medio de series 


Como hemos dicho, muchos números reales importantes poseen representaciones “simples” por 
medio de series. Éste es el caso, por ejemplo, del número e, al cual hemos definido en la forma 
e := Yn>o 1/n!. En particular, tales representaciones nos permiten aproximar el número real en 
cuestión con una suma parcial adecuada. De hecho, en el caso de e, siendo sn :=1+1/1!+---+ 
1/n! para cada n > 0, en la Tabla 6.1 hemos listado los valores de s„ para 1 < n < 11 y hemos 
observado que el desarrollo decimal de s¡¡ =2,718281828... coincide con el de e en sus primeros 
9 dígitos decimales. A fin de determinar si tales aproximaciones son “confiables” es importante 
poder estimar el error que cometemos cuando aproximamos a un número real dz, representado por 
una serie );;-¡ dn, con una suma parcial s, := a1 +---+ dy. El propósito de esta sección es discutir 
resultados en esta dirección, para lo cual vamos a seguir [DB08, Chapter 3]. 

Supongamos que queremos aproximar un número real œ, que viene dado por una serie real 
Y 1 an, esto es, A = Y; dn. Para cada n € N, denominamos ry, := Œ — sn al n-ésimo resto o 
error de la serie Y'_¡ an. Nuestro propósito es obtener estimaciones sobre |r,,| = |œ — snl. 


Estimación por comparación con una serie geométrica 


Comenzamos observando que, como hemos mencionado, la demostración del criterio del co- 
ciente (Teorema 9.3.29) y de la raíz enésima (Teorema 9.3.31) procede por comparación de la 
serie );;-¡ an en consideración con una serie geométrica convergente. Esta idea nos permite a su 
vez obtener estimaciones para |r„|. En efecto, supongamos, por ejemplo, que podemos aplicarle el 
criterio del cociente a la serie Y; ¡ an, o más generalmente, que existe 0 < £ < 1 y ny € N tales que 
lan+11 < £]an] para cada n > no. Argumentando como en la demostración del criterio del cociente 
(Teorema 9.3.29), obtenemos la siguiente estimación análoga a (9.7) para cada n > no: 


E ón 


m>n+1 


[rn] = 


E M ; 
< Y laml< Y ee a Y em = Punt! Aa 
m>n+1 m=n+1 m=0 1-2 1-2 


De esta manera, obtenemos una estimación para el error |r,,| que cometemos al aproximar œ por 


la n-ésima suma parcial s,. Más aún, si £ < 1/2 entonces |r„| < [a,|, con lo cual tenemos que el 
error cometido es menor que el valor absoluto del último término incluido en la estimación. 


En resumen, tenemos el siguiente enunciado. 


Lema 9.3.35 (Estimación por comparación con una serie geométrica). Sea QU = Vr, dn y Su- 
pongamos que existen O < £ < 1 y ny EN tales que |an41| < La, | para cada n > no. Si sy := 
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ay +-**+4p Y rn := Q — Sn, para cada n > ny tenemos que 


1 l 
[ra| < Tg eH] < ¡=p mal. (9.8) 


Más aún, si l < 1/2, entonces |r„| < lay). 


Ejemplo 9.3.36. Si consideramos la aproximación del número e por medio de las sumas parciales 
Sn t= 141/1!+---+1/n!, observamos que 
1 1 1 1 


(ntl)! ntl n! ntl 


lan+1| T |an]. 
En particular, tenemos que |an+1| < (12)~!|an| para cada n > 11. En consecuencia, por el Lema 
9.3.35 vemos que el error |r\,| que cometemos al aproximar e por la suma parcial sı; se puede 


estimar por 
1 12 1 1 
E le NO A 
kul S llo aio 
Esta estimación “predice” que s\, aproxima al número e con unos 7 dígitos decimales correctos, 
predicción que resulta relativamente cercana a los 9 dígitos decimales de e que de hecho provee 


S11. 


Ejercicio 9.3.37. Sea & =Y';_¡ an y supongamos que existen 0 < L < 1 y ny EN tales que ẹ/ |an| < 
l para cada n > ny. Demostrar que |r, | < €"+!/(1 — £) para cada n > no. 


Estimación por comparación con una integral 


Otro criterio de convergencia de series que hemos discutido es el de la integral (Ejercicio 


00 


9.3.18): si f : Rs; —> R>o es una función decreciente, entonces Y;_¡ f(n) converge si y solo 
si existe el límite de ím,» fj’ f(x)dx. A fin de demostrarlo, hemos sugerido tener en cuenta las 


desigualdades 
n+l 


fats j f(x)dx < f(n) (9.9) 


para cada n € N. Reinterpretando adecuadamente la demostración del criterio de la integral pode- 
mos obtener estimaciones sobre el error |r,,| := |œ — s,] para cada n € N, siendo œ = Y;_¡ f(n) y 
Sn = f(1) +---+f(n). En efecto, a partir de (9.9) vemos que 


[ra| = 


oo co 00 m 00 
E sms E mis E fo soda fra 010 
m=n+1 m=n+1 m=n+1 m1 n 

Más atin, de (9.9) también podemos obtener cotas inferiores sobre el error: dado que Y, f(n) 
es una serie de términos positivos, si converge, su límite œ será necesariamente el supremo de la 
sucesión de sumas parciales (sn )nen (Lema 9.2.1), y en consecuencia, |rn| = Fn = A — Sn para cada 
n € N. Por lo tanto, 


00 o0 m+1 o0 
ml=n= Y fm Y, | fogax= f 1a (9.11) 


m=n+1 m=n4 14M 
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Asimismo, la cota superior (9.10) resulta válida para cualquier serie 1°, an tal que |an| < f(n) 
para n > no, en tanto que la cota inferior (9.11) vale para cualquier serie Y; ) 


n= 


¡ 4, tal que a, > f(n 
para n > ny. En resumen, tenemos el siguiente enunciado. 


Lema 9.3.38 (Estimación por comparación con una integral). Sea @ = Y';_¡ An de modo que 
la, | < f(n) para cada n > no, siendo f : Rs; +R>p una función decreciente. Si ry := Œ — Sn y 


Sn := 41 +-** +, entonces, para cada n > ny tenemos que 


DESEO 


Asimismo, si an > g(n) para cada n > no, siendo g : R>1 > Rso una función decreciente, entonces, 


m> | g(x)dx 
n+l 


Ejemplo 9.3.39. Consideramos la suma de la serie armónica Y ;;-¡ 1/ n?. En el Ejemplo 9.3.13 


para cada n > ny, tenemos que 


hemos demostrado que la serie Y;;_, 1/n? converge, conclusión a la que también puede arribarse 
por medio del criterio de la integral (ver el Ejercicio 9.3.18). De acuerdo con las estimaciones 


por comparación con una integral (Lema 9.3.38), tenemos que, si 4 = Y°_,1/n* es la suma de 


n= 


la serie y ry := Q — Sn es el error que cometemos aproximando Q por la n—ésima suma parcial sy, 


entonces Si s 
J RERE], a. 
Dado que 
| lje 1 se lye 1 
—dx=- il es A 
E ‘i xlntt ntl y n w ee xlna n 


Vemos entonces que, a efectos de determinar, digamos, los primeros 4 dígitos decimales de a 
(que, cabe destacar, resulta igual a m /6; ver [Kal93], [Kor96]o [Hof02]), es necesario sumar al 
menos los primeros 10000 términos de dicha serie. 


Ejercicio 9.3.40. Para las siguientes series Y _¡ an, determinar cotas superiores e inferiores so- 


bre el error de aproximar la suma & = Y ;;-¡ Ay por la n—ésima suma parcial: 
o ] e l co 
Le De E 
n=1 n=1 = 


Determinar cotas inferiores sobre el mínimo valor de n € N para el cual la n-ésima suma parcial 
Sn y su límite O. coinciden en los primeros 4 dígitos decimales. ¿Qué conclusiones se deducen de 


la comparación entre las 3 cotas? 


Estimaciones para series alternantes 


También hemos visto el criterio de Leibniz para la convergencia de una serie alternante: la serie 
Y (—1)"a, converge si la sucesión (a, )nen de R>p es decreciente y converge a 0 (Lema 9.3.9). 
En esta sección nos proponemos obtener estimaciones sobre el error que cometemos al aproximar 
un número real definido por una serie alternante con una suma parcial dada. 
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Sea Y; bn una serie alternante. Como hemos visto en la demostración del criterio de conver- 
gencia de Leibniz (Ejercicio 9.3.10), si bj < 0, entonces 


= la sucesión de sumas parciales (52n)nen es decreciente; 
= la sucesión de sumas parciales (s27—1)nen es creciente; 
= ambas sucesiones convergen a Y = Y; bn. 


En particular, vemos que 
S2n-1 [AS S2n 


para cada n € N, de lo que podemos sacar varias conclusiones interesantes. En primer lugar, dado 
que S27 — S2n—1 = bon, concluimos que 


0<5s-0<b2n y OS A— S71 < Dan. 


Asimismo, teniendo en cuenta que el intervalo [s2,_1,52,] tiene longitud bz, y Q € [82n—1,52n], SU 
punto medio (s2,—1 +52n)/2 difiere de @ en, a lo sumo, la mitad de la longitud (52, — s2n-1)/2 de 


dicho intervalo, esto es, 


1 


a z (S2n-1 | S2n) < 


1 
bon. 
52. 


Conclusiones similares se obtienen suponiendo que bı > 0. En resumen, tenemos el siguiente 


resultado. 


Lema 9.3.41 (Estimaciones para series alternantes). Sea Y';;_¡ bn una serie alternante tal que la 
sucesión (|\bn|)nen es decreciente y converge a 0. Si & = Y;_¡ bn es la suma de la serie, Sn := 


bi +---+bn y ry = Q — Sn para cada n € N, entonces 


1 
< =|dn41)- 
< 5 [bn 


1 
la 3 (Sn + Sn+1) 


Asimismo, tenemos que |r,| < |bn+1| para cada n € N. 


Ejemplo 9.3.42. Consideremos nuevamente la serie alternante Y „—ı(— 1)" /n, la cual, de acuerdo 
con el criterio de Leibniz (Lema 9.3.9), converge. La estimación para series alternantes dice que, 


si & es la suma infinita de la serie Y,,-,(—1)"/n, entonces 


1 
A—=sal < 3 
y las <p 


a Y z )| < 1 
¿in Sn+1 “Antl 


para cada n € N. Cabe observar que œ =1n(2) (ver, por ejemplo, [Zhe02] por una demostración 


elemental de este hecho). 


9.A. Apéndice. La completitud y los cuerpos ordenados 


Como hemos visto en relación con nuestra discusión sobre la solubilidad de la ecuación x? = 


2 (Capítulo 6), de ecuaciones polinomiales (Capítulo 7) y de los problemas modelo (Capítulo 
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8), las tres hipótesis de completitud son propiedades que deberían resultar válidas en cualquier 
dominio razonable para “hacer análisis”. Sin embargo, ninguna de las tres hipótesis es válida en 
Q, y en tal sentido, Q resulta incompleto, es decir, Q “carece de los elementos necesarios” como 
para garantizar que tres hechos intuitivamente ciertos, como las hipótesis de completitud, resulten 
válidas. De hecho, la sucesión de intervalos de bisección (1,,)n>0 de x? = 2 debería intersecarse 
en un punto, ya que se trata de intervalos cerrados, acotados y encajados cuya longitud tiende a 
0. El problema es que este punto “falta” en Q, lo que explica que dicha intersección resulte vacía 
en Q. Análogamente, tanto la sucesión (Cn)n>0 de puntos medios del método de bisección como la 
sucesión (ay )n>0 del método de Newton, aplicados a la ecuación x” = 2, tienen el comportamiento 
de una sucesión convergente, es decir, los términos sucesivos resultan cada vez más cercanos 
entre sí, pero los hipotéticos limites de (cn)n>0 y (an)n>0 “faltan” en Q, lo que explica que estas 
sucesiones no converjan. 

Así, hemos completado a Q a fin de evitar estos comportamientos “anómalos”, obteniendo de 
esta manera R, el cuerpo ordenado completo de los números reales, para lo cual hemos adjuntado 
a Q todos los desarrollos decimales “irracionales”. Cabe preguntarse si es posible realizar esta 
completación de otra manera, es decir, si existen otros dominios que extienden a Q y contienen 
los elementos que “faltan” en Q, que a la vez poseen una estructura aritmética y un orden com- 
patible con las operaciones aritméticas, a partir de los cuales tenemos una noción de distancia, 
que es central para las ideas de aproximación y convergencia. El propósito del presente apéndice 
es demostrar que todas las posibles completaciones de Q conducen a modelos equivalentes al 
del cuerpo ordenado completo de los números reales. 


9.A.1. Extensiones de Q 


Supongamos que agregamos algunos elementos a Q (más adelante vamos a discutir cuáles ele- 
mentos es necesario agregar), obteniendo de esta manera un nuevo dominio R, que contiene a Q. 
Naturalmente, quisiéramos poder operar con los elementos de este dominio R en la forma “espe- 
rable”, es decir, deberíamos tener una operación de “suma” + y una de “producto” -, esto es, 


+:RXROR, -:RXROR, 


que extienden las operaciones de suma y producto de Q y se “comportan” de forma “natural”, es 
decir, satisfacen las siguientes condiciones: 


= La suma es asociativa y conmutativa, 0 € Q es el único elemento neutro para la suma en R 
y todo elemento de R posee un único inverso aditivo. 


= El producto es asociativo y conmutativo, 1 € Q es el único elemento neutro para el producto 
en R y todo elemento de R distinto de O posee un único inverso multiplicativo. 


= Vale la ley distributiva. 


En otras palabras, nuestro dominio R debería ser un cuerpo, y de hecho, una extensión de Q, en el 
sentido de que las operaciones de suma y producto sobre R restringidas a elementos Q coinciden 
con las propias operaciones de Q. 
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Ejemplo 9.A.1 (El cuerpo Q(V2)). Dado que nos hemos convencido de la necesidad de agregar 
la solución positiva de la ecuación x? =2, cabría preguntarse de qué elementos consiste el cuerpo 


R que obtenemos si agregamos a Q dicha solución, que representamos con el símbolo y/2. 


Como R es un cuerpo, debe contener todas las expresiones algebraicas formadas a partir de 


sumas y productos de números racionales con V2, esto es, 
{ao +a,V2+a2(V2)? +... +an[v2)" :49,4],...,dy € Q}. 


Sin embargo, no todas estas expresiones son distintas. En efecto, tenemos que (v2) = 2, lo cual 
nos permite simplificar el tipo de expresiones que aparecen en R: si n = 2k, entonces (yv2)" = 
2* € Q, en tanto que sin = 2k + 1, entonces (/2)" = 2',/2, de lo que concluimos que el conjunto 


de expresiones que es necesario considerar es 
fa+bv2 :a,b € Q}. 


Todas estas expresiones son distintas ya que, si fuera a+ bv2 = c +d v2 con b # d, entonces 
V2 = (c—a)/(b—d) sería racional. Por lo tanto, debe ser b = d, de donde se deduce fácilmente 
quea =c. 

Es fácil operar con este tipo de expresiones. Más precisamente, si definimos la suma y el pro- 
ducto de la forma “natural”, es decir, 


(a+bv2) + (c+dv2) : 
(a+by2) - (c+dv2) : 


(a+c)+(b+d) V2, 
(ac + 2bd) + (ad + be) V2, 


(9.12) 


la suma y el producto resultan asociativos y conmutativos, vale la ley distributiva, la suma tiene a 
0 =0+40V2 como elemento neutro, el producto tiene a 1 = 1 +02 como elemento neutro y todo 
elemento a+ by 2 tiene un único inverso aditivo —a— bv2. 


Más aún, todo elemento a+bw2 € R distinto de O tiene inverso multiplicativo. En efecto, ob- 
servamos que a? — 2b # 0, ya que, en caso contrario, seria a / b? = 2, es decir, tendríamos una 


solución racional de la ecuación x? =2. Por lo tanto, 


(a+ 6v3)-( Z dl 


a? — 2b? zn?) z ayp (2+ bv?) (a—bv?) =1+0v2. 


a — 2b? 
En conclusion, el conjunto 
Q( v2) := {a+bv2:4,b € Q}, 


con las operaciones de suma y producto definidas como en (9.12), resulta un cuerpo, la extensión 
de Q que se obtiene adjuntando V2. 


Ejemplo 9.A.2 (El cuerpo Q(x)). Supongamos ahora que queremos agregar una indeterminada 
x a Q. Razonando como en el ejemplo anterior, si R es el cuerpo obtenido al adjuntar x a Q, en- 
tonces R debe contener todas las expresiones algebraicas formadas a partir de sumas y productos 
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de racionales con x, es decir, el conjunto 


Q\x] := {ao +a1x+ a+ Fay x” : 49,41,...,An € Q}. 


Dado que x es una indeterminada, todas estas expresiones son distintas. La suma y el producto 
usual en Q[x] resultan asociativos y conmutativos, vale la ley distributiva, el polinomio constante 0 
es el elemento neutro para la suma, el polinomio constante 1 es el elemento neutro para el producto 


y todo elemento ay + a1x4 a+. + a,x" tiene inverso aditivo —ag — a,x — d2x2—+»+—apx". 


Sin embargo, los polinomios de Q|x] no constantes no tienen inverso multiplicativo, por lo que 
es necesario considerar el conjunto de los cocientes de polinomios con denominador no nulo, es 
decir, 


P  ao+ajx+ax? +--+ amx” 
= :49,---,Om,Ddo,... dy EQ, bnr #0?, 
\ bo + bix-+ box? +--+ b,x” 0 m, 20 n Q n A 
identificando, como usualmente, dos cocientes Pi /Q1 y P2/02 si PQ, = P,0). Así, obtenemos el 
conjunto de las funciones racionales Q(x), que, con las operaciones de suma y producto definidas 


como habitualmente, resulta un cuerpo. 


Cuerpos ordenados 


Otra característica esencial de cualquier extensión “razonable” R de Q es la de poseer un orden 
que extiende el de Q, es decir, una relación < entre elementos de R que satisface las condiciones: 


= (<Q para cada a ER (reflexividad); 

= a<fByB < y implica & < y para cada Ox, BP, y ER (transitividad); 
= œ < P y ß < a. implica a = ß para cada a, B ER (antisimetria); 

= < restringido a elementos de Q coincide con el orden de Q. 


Más aún, en las demostraciones hemos asumido en particular que el orden es lineal o total, en el 
sentido de que dos elementos cualesquiera a, B € R son comparables: o bien 4 < p o B < a. Esta 
propiedad no se deduce directamente del hecho de que < es una relación de orden: por ejemplo, 
la relación de “inclusión” entre los subconjuntos de un conjunto A (S4 está relacionado con $) si y 
solo si Sı C S2) es una relación de orden en la cual existen pares de elementos incomparables. 

Finalmente, a fin de poder operar con inecuaciones como usualmente, es necesario que la rela- 
ción de orden sea compatible con las operaciones aritméticas de R, es decir, 


1. sia < fB, entonces œ + y < B + y para todo y E R; 
2. sia < B y y> 0, entonces ay< By. 


Ejemplo 9.A.3 (Continuación del Ejemplo 9.A.1). Consideremos nuevamente el cuerpo R := 
Q(V2) := [a+by2 : a,b € Q}. Queremos establecer una noción de orden total en R que extienda 
la de Q y resulte compatible con la estructura de cuerpo de Qu). Dado que nuestra intención 
ha sido la de agregar una solución positiva de la ecuación x? = 2, definimos que v2 es positivo. 
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Como se trata de extender el orden de Q de manera que el orden que definamos resulte compatible 
con la estructura de cuerpo de Qu), necesariamente debemos tener que 


v2> a si y solo si2 > a? 
para cada a € Qso. De esto se deduce que 


a>0yb>0, o bien 
a+bv2 >0 si y solo si a<0, b>0Oy2b? >a’, o bien 
a>0,b<0ya? > 2b?. 


Es fácil ver, considerando caso por caso, que esta definición de “positividad” en Q(v2,) resulta 
compatible con la estructura de cuerpo de Q( V2), y todo elemento de Q(V2) es positivo, es igual 
a 0, o su inverso aditivo es positivo. Habiendo definido cuáles elementos de Q(v2) son positivos, 
es fácil determinar el único orden de Q(V2) compatible con esta definición de positividad: 


a>cyb> d, o bien 
a+bv2> c+dv2 si y solo si a<c,b>dy2(b—d)* > (a—c)’, o bien 
a>c,b<dy(a—c)? > 2(b-d). 


Ejemplo 9.A.4 (Continuación del Ejemplo 9.A.2). Sea R := Q(x), el cuerpo de las funciones 
racionales en la variable x. A fin de definir un orden en Q(x) basta decir cómo “se ordena” a x: 
diremos arbitrariamente que a > x > 0 para todo a € Qs». En otras palabras, estamos diciendo 
que x es un elemento infinitesimal. A partir de esta definición, obtenemos la siguiente noción de 


positividad en Q[x]: si an, 4 0, entonces 
1 A : 
Ang x" + ane fee Gate T > 0 si y solo si ay, = 0, 


que se extiende fácilmente a una única noción de positividad “total” en Q(x) compatible con la 
estructura de cuerpo de Q(x). Por último, definimos que 

PP. Pp Pr 

— > — si y solo si — —-— > 0. 

01 Q 0 Q 

Este orden tiene algunas propiedades poco “intuitivas”. Una de ellas, particularmente relevan- 

te para todo lo que hemos hecho hasta ahora, es que la sucesión (1/n),en no converge a 0 en 
Q(x): si elegimos € := x, tenemos que |1/n—0| = 1/n > e para todo n € N. 


Los cuerpos Q(v2) y Q(x) son dos instancias particulares del concepto general de un cuerpo 
ordenado. 


Definición 9.A.5 (Cuerpo Ordenado). Un cuerpo ordenado es un cuerpo R, junto con una rela- 
ción de orden total que resulta compatible con la estructura de cuerpo de R. 


Un cuerpo ordenado es el tipo de dominio natural en el cual las tres hipótesis de completitud 
tienen sentido, y en el cual, si éstas se satisfacen, las demostraciones de los Teoremas de Bolzano 
(Teorema 8.1.2), Weierstrass (Teorema 8.2.10) y Punto Fijo (Teorema 8.3.9) continúan siendo vá- 
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lidas, como puede constatarse a partir de las demostraciones correspondientes. Nuestra intención, 
como hemos mencionado anteriormente, es “completar” Q a un cuerpo ordenado R en el cual no 
aparezcan las “anomalías” que ocurren en Q, es decir, en el cual las tres hipótesis de completitud 
resulten válidas. 


Sucesiones en cuerpos ordenados 


Sea R un cuerpo ordenado. Tenemos entonces una noción bien definida de positividad, a partir de 
la cual obtenemos una noción de valor absoluto y de distancia en R. Más precisamente, definimos 
el valor absoluto || de un elemento æ de R como 


A su vez, definimos la distancia d(a, f) entre dos elementos œ, B de R como el valor absoluto de 
su diferencia, es decir, d(a, B) := |œ — B|. Estas nociones satisfacen las mismas propiedades que 
el valor absoluto y la distancia de R (Ejercicios 6.0.2 y 6.0.3). 

Asimismo, definimos los conceptos de sucesión de Cauchy de R y sucesión convergente de R 
de la misma manera que hemos definido los correspondientes conceptos para sucesiones de R (ver 
la Sección 9.1). Como hemos comentado a propósito de sucesiones de R, todos los resultados 
“generales” de sucesiones de Q son válidos también para sucesiones de R, con demostraciones 
similares a las de Q (ver la Sección 9.1 por un breve “catálogo” de propiedades de este tipo). Así, 
en lo que sigue vamos a utilizar estas propiedades sin demostración. 


9.A.2. Algunos resultados técnicos sobre cuerpos ordenados 


Cabría preguntarse por qué determinados enunciados valen suponiendo una u otra de las tres 
hipótesis de completitud. De hecho, lo que ocurre es que no hay realmente una razón determina- 
da: hemos asumido una u otra de las hipótesis simplemente por comodidad, dado que las tres 
hipótesis de completitud son equivalentes en cualquier cuerpo ordenado R. A fin de probar este 
resultado vamos a necesitar ciertos preliminares sobre cuerpos ordenados, que desarrollamos a 
continuación. 


Morfismos de cuerpos ordenados 


Si bien arribamos al concepto de cuerpo ordenado partiendo de la idea de extender Q, “comple- 
tándolo” con los elementos que “le faltan” desde el punto de vista del análisis, no es evidente que 
todo cuerpo ordenado sea necesariamente del tipo de Q(V2) o Q(x), es decir, una extensión de Q. 
Sin embargo, esto es así: todo cuerpo ordenado extiende necesariamente a Q (con la terminología 
de la teoría de cuerpos, es de característica 0). 

Para esto, es necesario reflexionar acerca de qué significa que un cuerpo ordenado R extienda a 
Q. En principio, formalmente Q(V2) no extiende a Q, dado que cada elemento de Q(V2) es una 
expresión de la forma a + by2 con a,b € Q. Sin embargo, podemos representar cada a € Q por 
el elemento a +02. Así, las Operaciones aritméticas y el orden en Q(2) de dos elementos de la 
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forma a +0vV2 y b+0V2 se corresponden de manera natural con las correspondientes operaciones 
y el orden de a y b en Q, con lo que podemos considerar que Q está contenido en Q(v2). 

El concepto que nos permite expresar esta situación, esto es, que Q se identifica con un sub- 
conjunto de Q(V2) de manera compatible con las operaciones y el orden de Q y Q(V2), es el de 
morfismo de cuerpos ordenados, que consideramos a continuación. 


Definición 9.A.6 (Morfismo de cuerpos ordenados). Sean R¡ y Ra dos cuerpos ordenados. Sean 
+1, 1, <1 y lı la suma, el producto, el orden y el elemento neutro para el producto de R}, en 
tanto que +2, -2, <2 y l2 representan la suma, el producto, el orden y el elemento neutro para 
el producto de R}. Una función f : Rj — Ro) entre dos cuerpos ordenados R¡ y Rz se dice un 
morfismo de cuerpos ordenados si, para cada a, B € Ri, tenemos que 


1. f(a+1B) = f(a) +2 f(B), 
2. f(a%-1B) = f(@) -2 f(B), 

3. œ <ı B implica f(a) <2 f(B), 
¿Fla 


Es un hecho general de la teoría de cuerpos que todo morfismo f : Rj — Rz de cuerpos es 
inyectivo, con lo cual se establece de hecho una identificación de los elementos de R¡ con un 
subconjunto de R2, la imagen de f. De acuerdo con la definición de morfismo de cuerpos orde- 
nados (Definición 9.A.6), esta identificación resulta compatible con las operaciones aritméticas 
y el orden de R, y Ro. En tal sentido, diremos que un cuerpo ordenado Rz extiende un cuerpo 
ordenado R; si existe un morfismo de cuerpos ordenados f : Ri — R2. Con esta terminología, 
tenemos el siguiente resultado. 


Teorema 9.A.7. Sea R un cuerpo ordenado. Entonces R extiende a Q. 


Demostración. Tenemos que definir un morfismo de cuerpos ordenados f : Q > R. Para esto, a fin 
de que se satisfaga la condición 4 de la definición de morfismo de cuerpos ordenados, definimos 


A fin de definir £(0), observamos que, si f es un morfismo de cuerpos, entonces f(0) = f(O+ 
0) = f(0) +r f(0), de donde concluimos que la única posible definición de f(0) la siguiente: 


Para definir f(—1), observamos que debe ser Og = f(1— 1) = f(1) +r f(—1), de lo cual con- 
cluimos que la única posible definición para f(—1) es: 


flaws 
Estas definiciones tienen una única extensión posible a todos los enteros: 
f(n) =f +--- +1) :=Irtr-:+ +r Ip para cada n > 0, 


n veces n veces 
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= 1—----1):=—-1 vee lr para cada n > 0. 
Hen) =$ ) RR RÍR P n 
n veces n veces 


Para cada n € Z, el elemento f(n) será notado nr. De la asociatividad de la suma se concluye 
fácilmente que f(n+m) = f(n) +r f(m) y f(n-m) = f(n) -r f(m) para cada n,m € Z. A su vez, 
como R es un cuerpo ordenado, tenemos que nr > mp sin > m, dado que 1; >p Op y np se obtiene 
sumando a me el elemento 1. una cantidad positiva de veces. En particular, ng 4 Og sin £0, y 
por lo tanto, si m Æ 0, entonces la expresión 


f (n/m) = nr/mp :=ngmp" 


define correctamente la imagen por f de la fracción n/m. Si n/m = r/s, entonces ns = mr, y 
por lo tanto nx -r SR = MR :RTR, de lo que concluimos que nuestra definición de f se extiende 
correctamente a Q. 

Con estas definiciones, vemos que f(n/m+r/s) = f(n/m) +p f(r/s) y f(n/m-r/s) = (n/m) -; 
f(r/s) para cada par de racionales n/m y r/s, y también f(n/m) <r f(r/s) sin/m < r/s, lo que 


concluye la demostración. 


Si bien los argumentos de esta demostración parecen a primera vista ser aplicables a cualquier 
cuerpo R, esto no es así, ya que existen cuerpos R en los cuales una expresión del tipo 1R +R 
--- +r Lgr puede ser igual a Or, y por lo tanto, en tales casos no es posible extender la definición 
f(n) :=nx para n € Z a racionales. Si existe n € N tal que 


eesti Se. (9.13) 
mm 


n veces 


el mínimo n € N tal que vale (9.13) se denomina la característica de R. Por otro lado, si (9.13) no 
se satisface para ningún n € N, se dice que R es de característica 0, y en tal caso la demostración 
del Teorema 9.A.7 se aplica mutatis mutandis. En estos términos, podemos parafrasear el Teorema 
9.A.7 diciendo que todo cuerpo ordenado es de característica 0. 


Cuerpos ordenados arquimedianos 


A fin de evitar “patologías” del tipo de la del cuerpo Q(x) (Ejemplos 9.A.2 y 9.A.4), en los 
cuerpos ordenados que consideremos vamos a requerir una propiedad que garantiza que no hay 
“elementos infinitesimales”: la arquimedianidad. 


Definición 9.A.8 (Arquimedianidad). Un cuerpo ordenado R se dice arquimediano si para cada 
par de elementos positivos 0, P ER existe n € N tal que na > B. 


En otras palabras, ningún elemento positivo Œ € R es tan chico como para que no pueda, sumado 
una cantidad adecuada de veces, superar cualquier otro elemento f € R. Una primer consecuencia 
de la definición de arquimedianidad es que “recuperamos” la propiedad de arquimedianidad de 
Q (Lema 3.1.2), que habíamos “perdido” al pasar al concepto de cuerpo ordenado en toda su 
generalidad. 
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Lema 9.A.9. Sea R un cuerpo ordenado arquimediano y sea & > 0 un elemento de R. Entonces 
existe n € N tal que 1/n < a. 


Demostración. Es una consecuencia inmediata de la definición de arquimedianidad en el caso 


B=1. 


En particular, de este resultado se deduce, como vamos a ver, que en un cuerpo ordenado arqui- 


mediano la sucesión (1/n)ncn converge a 0. Esto tiene particular importancia desde el punto de 
vista del análisis, dado que, por ejemplo, tanto la demostración del Teorema de Bolzano (Teorema 
8.1.2) como la del Teorema de Weierstrass (Teorema 8.2.10) y la del Teorema de Punto Fijo (Teo- 
rema 8.3.9) usan implícitamente esta propiedad. Más aún, la arquimedianidad es equivalente a 
la convergencia de la sucesión (1/n), ey, como demostramos en la siguiente proposición. 


Proposición 9.A.10. Sea R un cuerpo ordenado. Entonces R es arquimediano si y solo si la 
sucesión (1/n)nen converge a 0. 


Demostración. Supongamos en primer lugar que R es arquimediano y sea € > 0. El Lema 9.A.9 
asegura que existe no € N tal que 1/no < e. Por lo tanto, si n > no, tenemos que 


de donde concluimos que (1/n)nen converge a 0. 

Supongamos ahora que la sucesión (1/n).¿y converge a 0 y sean œ, B elementos positivos de 
R. Entonces e := a/B > 0, y por lo tanto existe no € N tal que a/B > 1/n para todo n > no. En 
particular, 4/f > 1/no, de donde se deduce que nya > B. Esto demuestra que R es arquimediano. 


Ejemplo 9.A.11. El cuerpo Q(v2) es arquimediano. En efecto, sea & := a+ by2 un elemento 
positivo de Q(V2). Dado que a,b € Q y Q es arquimediano (Lema 3.1.2), existe n € N tal que 


n > |a| +2|b|. En consecuencia, 
n> la| +2|b| > ja] + V2]b] > a+ v2b= a. 


En consecuencia, si &,B son elementos positivos de Q(V2), lo que hemos demostrado asegura 


que existe n € N tal que n > P /&, o equivalentemente, na > B. Esto demuestra nuestra afirmación. 


Ejercicio 9.A.12. Demostrar que Q(x), con el orden que hemos definido en el Ejemplo 9.A.4, no 


es arquimediano. 


Otra consecuencia importante de la arquimedianidad es el siguiente resultado, que muestra que 
Q es denso en cualquier cuerpo ordenado arquimediano. 


Proposición 9.A.13 (Densidad de Q). Sea R un cuerpo ordenado arquimediano y sean a > B dos 
elementos arbitrarios de R. Entonces existe q € Q tal que a >q > B. 


Demostración. Demostramos en primer lugar el enunciado en el caso en que 4 >Oya—B > 1. 
Sea S := {n € N:n > a}. De la arquimedianidad de R concluimos que S no es vacío (dado que 
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existe n € N tal que n- 1 > æ). Por lo tanto, el principio de buena ordenación de N (Teorema 0.2.3) 
asegura que S tiene un elemento mínimo np. 

De la definición de ny tenemos que ny > & > ny — 1, y por ende, que ny — 1 > p, ya que, si 
fuera cierto que ny — 1 < ß, entonces tendríamos que ny < 1+ B < a, lo que contradiría el hecho 
de que no € S. En conclusión, resulta B < ny — 1 < a, de modo que ny — 1 € Q es el racional que 
estamos buscando. 

Supongamos ahora que & — B > 0 es arbitrario. Por la arquimedianidad de R sabemos que existe 
m EN tal que m(a— B) = ma — m > 1. Por lo tanto, dado que ma. — mf > 1 y ma > 0, lo que 
hemos demostrado nos asegura que existe q € Q tal que ma > q > mB, es decir, a > q/m > B. 

Supongamos finalmente que œ < 0. Entonces la arquimedianidad de R asegura que existe m € N 
tal que m > —Q, es decir, œ +m > 0. Por lo tanto, del caso œ — B > 0 arbitrario con a > 0, 
deducimos que existe q € Q tal que æ +m > q > P +m. En consecuencia, q — m es el racional que 


estamos buscando. 


Ejercicio 9.4.14. Con las hipótesis del resultado de densidad de Q precedente, demostrar que el 
elemento q € Q de la Proposición 9.A.13 puede elegirse de la forma m/10". 


Desarrollos decimales en cuerpos ordenados arquimedianos 


Concluimos los preliminares sobre cuerpos ordenados arquimedianos estableciendo la existen- 
cia y unicidad de los desarrollos decimales. En primer lugar, vamos a ver que cada elemento & 
de un cuerpo ordenado arquimediano R posee desarrollos decimales finitos de cualquier orden, 
que aproximan bien a dicho elemento œ. Así, vamos a concluir que cada elemento de R se repre- 
senta por un único desarrollo decimal infinito “admisible”, lo que constituye una información 
fundamental sobre la estructura de R. 


Teorema 9.A.15 (Existencia y unicidad de los desarrollos decimales finitos). Sea R un cuerpo 


ordenado arquimediano y sea a un elemento positivo de R. Entonces, para cada n > Q existen 


únicos enteros positivos ro y F1,...,Yn E€ {0,1,...,9} tales que: 
a wi A E (9.14) 
= to 108) > 10" 


La demostración del Teorema procede en forma similar a la de la existencia y unicidad de 
los desarrollos decimales en Q (Teorema 4.2.2), comenzando por establecer, en primer lugar, la 
existencia de la parte entera. 


Lema 9.A.16. Sea R un cuerpo ordenado arquimediano, y & un elemento positivo arbitrario de 


R. Entonces, existe un único entero || > 0 con la siguiente propiedad: 
la|<a<|a]+1. 


Demostración. En la demostración de la existencia de la parte entera en Q (Lema 4.2.1) utilizamos 
de manera esencial el hecho de que cada número racional positivo se representa por un cociente 
de dos números naturales, lo que nos permitió deducir el resultado del Teorema de la división 
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en Z (Teorema 0.2.5). Desafortunadamente, si R es un cuerpo ordenado arquimediano arbitrario, 
necesitamos un argumento de carácter más general. 

Para esto, consideramos el conjunto S := {n € N : n > a}. Dado que se trata de un subconjunto 
de los naturales, el principio de buena ordenación (Teorema 0.2.3) demuestra que existe el mínimo 
de S, digamos no. 

Sea | 0] := no — 1. Afirmamos que | œ| satisface las condiciones del enunciado. En primer lugar, 
dado que ny = |& | + 1 pertenece a S, concluimos que | a] +1 > qx. Por otro lado, la minimalidad 
de no implica que | @| = no — 1 no pertenece a S, y por ende | o] < a. En consecuencia, tenemos 


la|<a<|a]+1. 


Por otro lado, en lo que respecta a la unicidad, cabe observar que si s € Z>ọ satisface las con- 
diciones s < œ < s+ 1, entonces s+ 1 € S, y por lo tanto ny < s +1. Si ny < s + 1, entonces 


a < ny < s <a. Por lo tanto, s = no — 1 = | œ |, lo que demuestra la unicidad de |œ]. 


Con este resultado podemos establecer la existencia y unicidad de los desarrollos decimales 
finitos. Dado que ésta es idéntica a la de la existencia y unicidad de los desarrollos decimales 
finitos en Q (Teorema 4.2.2), solo mencionamos brevemente los pasos fundamentales de la misma. 


Idea de la demostración del Teorema 9.A.15. Si definimos ro := | æ |, el caso n = 0 del enunciado 
es una consecuencia inmediata de la existencia y unicidad de la parte entera (Lema 9.A.16). 

Luego, suponiendo inductivamente que tenemos demostrada la existencia y unicidad del desa- 
rrollo decimal de n dígitos de œ para cierto entero n > 0, es decir, que existen únicos ro > 0 y 
r1,...,Fn € {0,1,...,9} tales que 


0<a n, _ tn g 
= F Tot AOR S To 


obtenemos el (n + 1)—ésimo dígito decimal r„}ı de œ en la forma rn+1 := | Qo], siendo 0% := 
10”+! (a= (r9+r1/10+---+r,/10")). 


De (9.14) deducimos que, cuando n tiende a infinito, la sucesión de aproximaciones decimales 
finitas (ro +r1/10+---+r,/10"),,>p converge a a, lo que escribimos en la forma @ = 1r9.rjr2.... 
Así, del mismo modo que en Q, cada elemento a > 0 de un cuerpo ordenado arquimediano 
R se expresa de única forma como un desarrollo decimal infinito œ = ro.rjr2... que satisface 
las condiciones del Teorema 9.A.15. Por otro lado, si œ € R es negativo, entonces @ se representa 
por el desarrollo decimal infinito —rg.rjr2..., donde ro.rjr2... es el desarrollo decimal infinito de 
—0%. En conclusión, tenemos el siguiente resultado. 


Corolario 9.A.17 (Existencia y unicidad de los desarrollos decimales infinitos). Sea R un cuerpo 
ordenado arquimediano. Entonces cada & € R admite un único desarrollo decimal infinito Œœ = 


+ro.rır2... que satisface las condiciones del Teorema 9.A.15. 


Como antes, a los desarrollos decimales que satisfacen las condiciones del Teorema 9.A.15 
vamos a denominarlos desarrollos decimales admisibles. 
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Retomando la discusión acerca de la “completación” de Q, vemos que sería conveniente com- 
pletar Q a un cuerpo ordenado arquimediano. A su vez, si R es el resultado de dicha completación, 
quisiéramos que las tres hipótesis de completitud se satisfagan en R. En tal sentido, cabe pregun- 
tarse con qué debemos completar a Q. En el conjunto de todos los desarrollos decimales infinitos 
admisibles aparecen, de manera embrionaria, las tres hipótesis de completitud: cada desarrollo de- 
cimal infinito es el “límite” de una sucesión de desarrollos decimales finitos (donde ponemos entre 
comillas la palabra “límite”, ya que en esta instancia nos estamos refiriendo a la idea intuitiva de 
límite), que resulta de por sí una sucesión de Cauchy de Q que es a su vez monótona y acotada. Por 
otro lado, a fin de hallar el desarrollo decimal de n + 1 dígitos de un elemento œ de R, procedemos 
“refinando” el intervalo J, := [rp.r172...rn,ro.F142... (rn + 1)] de longitud 1/10” que contiene a 
a, y por lo tanto, construimos de hecho una sucesión de intervalos cerrados, acotados y encajados 
(In)n>o cuya longitud tiende a cero tal que My >0/, = {a}. 

Como hemos visto en el Capítulo 4, toda sucesión de Cauchy de Q (y también toda sucesión 
monótona y acotada de Q; y toda sucesión de intervalos cerrados, acotados y encajados de Q cuya 
longitud tiende a 0) determina un único desarrollo decimal infinito admisible. En tal sentido, es 
natural pensar que este desarrollo decimal infinito debería ser el límite de la sucesión de Cauchy 
en consideración. Por lo tanto, a fin de tener los límites de todas las sucesiones de Cauchy de Q 
(y de todas las sucesiones monótonas y acotadas de Q, y la intersección de todas las sucesiones 
de intervalos cerrados, acotados y encajados de Q cuya longitud tiende a 0), vamos a agregar a Q 
todos los desarrollos decimales infinitos del tipo de los del Teorema 9.A.15. 


9.A.3. La equivalencia de las tres hipótesis de completitud 


Antes de proceder a la “completación” de Q vamos a analizar la cuestión de la completitud más 
de cerca. Como hemos dicho, nuestro objetivo es obtener un cuerpo ordenado arquimediano en el 
cual se satisfagan las tres hipótesis de completitud. Ahora bien, como demostramos en el siguiente 
teorema, las tres hipótesis son equivalentes sobre cualquier cuerpo ordenado arquimediano, por lo 
que bastará con “completar” Q de manera que una de ellas resulte válida. 


Teorema 9.A.18 (Teorema de completitud). Sea R un cuerpo ordenado arquimediano. Entonces, 


las siguientes afirmaciones son equivalentes! : 
1. toda sucesión monótona y acotada de R converge, 


2. toda sucesión de Cauchy de R converge, 


l Cabe destacar que, en un cuerpo ordenado arbitrario, la condición 1. implica la arquimedianidad, en tanto que las con- 
diciones 2. y 3. no la implican. Por lo tanto, para cuerpos ordenados tenemos la siguiente generalización del Teorema 
de completitud. 

Teorema. Sea R un cuerpo ordenado. Son equivalentes: 

e la condición 1, 

e la condición 2 y la arquimedianidad de R, 

e la condición 3 y la arquimedianidad de R. 

De todas maneras, dado que nuestra intención es discutir el caso arquimediano, vamos a considerar el enunciado 
más simple del Teorema 9.A.18. Para una demostración de esta versión más general del Teorema de completitud puede 
verse [EHH* 91, Chapter 2]. 
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3. toda sucesión de intervalos cerrados, acotados y encajados de R cuya longitud tiende a 0 
tiene intersección no vacía. 


A efectos de la demostración de este resultado necesitamos el siguiente criterio de convergencia 
de las sucesiones de Cauchy. 


Lema 9.A.19. Sea (an)nen una sucesión de Cauchy de R que posee una subsucesión (an, )ren que 


converge a @ E R. Entonces (an)nen converge a 0%. 


Demostración. Sea € > 0. Dado que (a, )nen es de Cauchy y (an, )ren converge a œ, tenemos que 
existen N¡,N2 E N tales que 


lan—Gm|<€ y |an- a|< Ee 
si n,m > Ni y k > Na respectivamente. Sea N := máx{N;, N2} y n > N. Entonces 
|an a a < |an — any | + [any = aj. 


Dado que ny > ny, > Ni yn > N > Nj, concluimos que |an — any | < £. Por otro lado, dado que N > 


N,, vemos que |any — &| < £. En definitiva, 


An — O| < 2e, lo que concluye la demostración. 


Tenemos todas las herramientas para demostrar el Teorema de completitud. 


Demostración del Teorema de completitud. 


1>2 | Sea (an)nen una sucesión de Cauchy de R. Argumentando de la misma manera que en 


el Lema 8.2.4 vemos que existe una subsucesión monótona (dn, )nen de (4n)nen. Dado que, por 
hipótesis, cada sucesión monótona y acotada de R converge en R, concluimos en particular que 
(an, )keN converge en R. En consecuencia, el criterio de convergencia de las sucesiones de Cauchy 
precedente (Lema 9.A.19) asegura que (a, )nen converge en R. 


2>3 | Sea Un)nen := (fan, bn])nen una sucesión de intervalos cerrados, acotados y encajados 


tales que (bn — 4n)nen converge a 0. Afirmamos que las sucesiones (an)nen y (bn)nen son de 
Cauchy. 
Sea € > 0 y no € N tal que by, — ang < €. Si n > no y k > 0, entonces an, bn, An+x Y Dn+k 


pertenecen a In, y por lo tanto |a, yx — an| < |bno — an| < € Y |bn4k — bn| < [bno — an| < €. 


0? 
Esto demuestra que las sucesiones (an)nen y (Dn)nen son de Cauchy, de lo cual, por hipótesis, 
concluimos que convergen a a, $ € R respectivamente. 

Como an < bn para cada n € N, es fácil ver que a, < œ < P < by para cada n € N. En conse- 
cuencia, 0 < B — & < bn — an para cada n € N, de donde, por la propiedad sandwich (Lema 3.1.35), 
deducimos que B — a = 0, es decir, œ = B. Dado que an < & < bn para cada n € N, tenemos que 


a E l, para cada n € N y por lo tanto & € Qnentn. 


3= 1) Sea (an)nen una sucesión monótona y acotada de R. Supongamos sin pérdida de gene- 


ralidad que (a, )nen es creciente y acotada (el caso en que (an)nen es decreciente se demuestra en 
forma similar). Entonces existen Ag € R que no es cota superior de {am : m € N} (la imagen de 
la sucesión) y Bo € R que sí lo es. Argumentando como en la demostración de que toda sucesión 
de R monótona y acotada es de Cauchy (Teorema 6.3.7), concluimos que existe una sucesión de 
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intervalos encajados (Jn) n>0 := ([An, Bn])n>0 cuya longitud tiende a O, tales que B,, es cota superior 
y A, no es cota superior de {an : m € N} para cada n > 0. Por hipótesis, existe O € N enn. Más 
aún, dado que Jím (Bn — An) =0, es facil ver que Npenln = (0). 

Afirmamos que (4, )nen converge a 0%. En efecto, dado e > 0, tenemos que existe ny € N tal que 
0 < Bry — Any < €, ya que (Bn — An )nen converge a 0. Además, existe an, > Any, ya que Ay, no es 
cota superior de {am : m € N}. Por lo tanto, de la monotonía de (a, )nen deducimos que a, > Ano 
para cada n > nı. Por otro lado, sabemos que B,, es cota superior de {am : m € N}, y por ende, 
Bno = An para cada n € N. Así, concluimos que Ay, < an < Bn para cada n > nı. Teniendo en 
cuenta que An, < Y < Bn, ya que Q € In, concluimos finalmente que |an — &| < Bno — An, < € 


para cada n > nı. Esto prueba la afirmación y demuestra que la sucesión (a, )nen converge. 


Un cuerpo ordenado arquimediano en el cual se satisface alguna de las condiciones 1, 2, 3 
(y por lo tanto, todas ellas), se dirá completo. En particular, como hemos dicho, en un cuerpo 
arquimediano completo la conclusión de los Teoremas de Bolzano (Teorema 8.1.2), Weierstrass 
(Teorema 8.2.10) y de Punto Fijo (Teorema 8.3.9) resulta cierta. 


9.A.4. Cuerpos ordenados arquimedianos completos 


Hemos demostrado una serie de resultados válidos sobre un cuerpo ordenado arquimediano R 
arbitrario. En particular, demostramos que cada elemento x de R se representa de forma única 
mediante un desarrollo decimal infinito “admisible”, esto es, uno que satisface las condiciones 
del resultado de existencia de los desarrollos decimales finitos (Teorema 9.A.15). Por lo tanto, 
cada cuerpo ordenado arquimediano se puede ver como un subconjunto del conjunto de los 
desarrollos decimales infinitos admisibles. 

Asimismo, si el cuerpo ordenado arquimediano en consideración resulta completo, tenemos el 
siguiente resultado. 


Lema 9.A.20. Sea R un cuerpo ordenado arquimediano completo. Entonces, cada desarrollo 


decimal infinito admisible representa un único elemento de R. 


Demostración. Sea +ro.rır2... un desarrollo decimal infinito. Dado que la sucesión de desa- 


rrollos decimales finitos (Æ+ro.r1 ...rn)n>0 posee la “propiedad del decrecimiento exponencial”, 
deducimos que es de Cauchy (Lema 3.3.8). En consecuencia, la completitud de R asegura que 


(+r0.F1 ...Tn)n>0 converge a un elemento @ de R, que debe necesariamente ser único por la unici- 


dad del límite de una sucesión (Lema 3.1.25). 


Del Lema 9.A.20 y el resultado sobre la existencia y unicidad de los desarrollos decimales in- 
finitos admisibles (Corolario 9.A.17) concluimos que, si R es un cuerpo ordenado arquimediano 
completo, cada elemento œ de R se representa por un único desarrollo decimal infinito admisible. 
Recíprocamente, cada desarrollo decimal infinito admisible representa un elemento de a. Por lo 
tanto, vemos que existe una correspondencia biunívoca entre los elementos de R y el conjunto de 
los desarrollos decimales infinitos admisibles de R. Es decir, como conjunto, cada cuerpo orde- 
nado arquimediano completo es el conjunto de los desarrollos decimales infinitos admisibles. 
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En particular, vemos entonces que cada cuerpo ordenado arquimediano completo resulta, en 
algún sentido, muy “parecido” a R, que hemos definido precisamente como el conjunto de todos 
los desarrollos decimales infinitos admisibles, con las operaciones aritméticas y el orden de las 
Definiciones 5.2.2 y 5.3.4 respectivamente. Más precisamente, tenemos el siguiente resultado, que 
es el objetivo central del presente apéndice. 


Teorema 9.A.21 (Unicidad del cuerpo ordenado completo). Sea R un cuerpo ordenado completo 


arquimediano. Entonces R es isomorfo a R. 


Demostración. Representamos por +p, ‘R y <p a la suma, el producto y el orden de R, en tanto 
que escribimos +, - y < para referirnos a la suma, el producto y orden de R. Nuestro objetivo es 
definir un isomorfismo de cuerpos ordenados f : R > R. 

Dado que R es un cuerpo ordenado arquimediano completo, tenemos que cada elemento de R 
posee un único desarrollo decimal infinito admisible (Corolario 9.A.17). Ahora bien, cada desa- 
rrollo decimal infinito admisible es precisamente un número real, de modo que, identificando cada 
elemento de R con su correspondiente desarrollo decimal admisible, estamos definiendo una fun- 
ción de R en R. Ésta es nuestra definición del morfismo f: si œ € R posee el desarrollo decimal 


admisible +rp.rjr2..., definimos 


Fla) [= TI. 1172... (9.15) 


A fin de ver que la función f así definida resulta un morfismo de cuerpos ordenados, tenemos 
que ver que £(0r) = Og, f(1r) = Ip y, para cada par de elementos a, $ de R, 


f(a+RrB)=f(a)+f(B), f(a-rB) = f(a): fB), (9.16) 
f(a) <f(B) sia<eB. (9.17) 


Que las identidades f(Or) = Op y f(1r) = Ig resultan ciertas es consecuencia de que Og y 
Ir tienen los desarrollos decimales admisibles 0,000... y 1,000..., que son justamente los que 
hemos definido como el elemento neutro para la suma y el producto en R respectivamente. 

Sean @ y p dos elementos de R que se representan por los desarrollos decimales infinitos admi- 


sibles +rp.rj72... y E50.5152... respectivamente. Esto significa que 


a = lim Ero.F1...Fn y B = lim S9.S]..- Sy. 
n=% n—0 


En consecuencia, por las propiedades aritméticas de los límites (Teorema 3.1.27), que hemos de- 
mostrado en Q pero siguen resultando válidas en un cuerpo ordenado arbitrario, vemos que 


a+rB = dim (Ero.r1 Tn +3ES0:51 ceia) ya “Rp = Jím (rori «fp: ES0.S1 Sn) 


A su vez, los desarrollos decimales admisibles que determinan las sucesiones 


(Æro-r1 -Fn +3ES0:S1---Sn)n>0 Y (ÆŒro-r1 . . -Fn © +£50-51---Sn)n>0 son precisamente lo que hemos 


definido como la suma y el producto de +79.rj72... y +59.5152..., con lo cual concluimos que se 
satisface (9.16). 

Resta ver que f(œ) < f(B) si æ <r B. Dado que en el caso æ = f la desigualdad f(a) < f(B) 
es evidentemente cierta, supongamos que & <p P. Entonces tenemos que, acuerdo con el resultado 
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sobre la densidad de Q en R (Proposición 9.A.13 y Ejercicio 9.A.14), existen N > 0 y M € Z tales 
que 


a< ue <r B 
R ow SRP: 
En consecuencia, si n > N es lo suficientemente grande de modo que 


1 M 1 


fi 
a rR Fon <R 10N <r B R yon? 


teniendo en cuenta que |+70.r1...fn-—@| < 107” y |+50.51...5n — B| < 107”, resulta 


< ESO 1 + Sn- (9.18) 


M 
Erọo.r1... Fn < TON 


En particular, si nọ > 0 es el mínimo indice tal que rn Æ Sng, entonces rng < Sng, dado que 


si fuera trp, > Sn tendríamos que +rọ.r1 ...fn > ES0.51 -. -Sn para cada n € N, contradiciendo 


(9.18). Por lo tanto, nuestro criterio de ordenamiento de los números reales (Lema 5.3.8) asegura 


que +79.r112... < +59.5152..., es decir, que se satisface (9.17). 
Por último, resta ver que f es una función biyectiva, para lo cual es necesario probar que f re- 
sulta suryectiva, ya que, como hemos dicho, un morfismo de cuerpos es necesariamente inyectivo. 


Dado un desarrollo decimal admisible +rọ.rır2 ..., de acuerdo con el Lema 9.A.20 tenemos que 


la sucesión (+rọ.r1 ..-Tn)n>0, considerada como sucesión de R, converge a & € R. En particular, œ 


se representa por el desarrollo decimal +rọ.rırz... por lo que, de acuerdo con nuestra definición 


(9.15) de f, resulta f(&œ) = +ro.rir2.... Esto concluye la demostración de la suryectividad de 


f. 


De acuerdo con el resultado precedente, todos los procesos de completación de Q conducen a 
cuerpos ordenados completos isomorfos. Aquí hemos elegido completar a Q agregando los de- 
sarrollos decimales admisibles “irracionales”, en tanto que en la literatura este proceso de com- 
pletación de Q ha sido realizado por medio de diversas construcciones. Una construcción clásica, 
debida originalmente a R. Dedekind (su trabajo al respecto ha sido editado en [Ded98]), se realiza 
por medio de “cortaduras”, esto es, cada número real se representa por medio del conjunto de 
todos los números racionales menores que él (que puede verse, por ejemplo, en [Spi92, Capítulo 
28]). 
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Hemos introducido la noción de continuidad diciendo que una función f : A C R > R es con- 
tinua en & € A si f tiene un comportamiento “definido” en torno a œ. Hemos descripto este com- 
portamiento en términos de sucesiones: para cada sucesión (an)nen de A que converge a @, la 
sucesión (f(an))nen converge a f(a). Así, la diferencia | f(a,) — f(@)| es “chica” cada vez que la 
diferencia |an — | lo es. Ahora bien, ¿cuánto depende esta relación entre |f (an) — f(@)| y |an — a| 
de la sucesión (a, )nen en consideración? Sería deseable que tal relación no dependa demasiado 
fuertemente de la sucesión (a, )nen, dado que, de otro modo, sería difícil aproximar un valor f(a) 


por medio de la imagen (f(an)) „<y de una sucesión (a,)nen que converge a œ: no sabríamos si 


la diferencia |an — 0%] es ceo chica”, dado que la diferencia |f(a,) — f(œ)| podría variar 
arbitrariamente con la sucesión (a, )nen en consideración. 

A fin de analizar esta cuestión, podemos retomar el problema de minimización (2.6) de la 
Sección 2.3: se trata de determinar el mínimo de la función g : R > R, g(x) := 2° — 6x. Ob- 
servamos que la función derivada g' : R > R de g está dada por g'(x) = 3(x? — 2), que es po- 
sitiva en (—%, — v2) U (v2,+>00) y negativa en (—v2, v2). En consecuencia, g es decreciente 
en (—V2, V2) y creciente en (v2, +00), de lo que concluimos que alcanza un mínimo local en 
x = V2. El valor de dicho mínimo es g(v2) = —4y2. 

Dado que tanto la sucesión de puntos medios (c,)»>0 del método de bisección de la Sección 
2.1 como la sucesión (an)n>0 del método de Newton de la Sección 2.2 convergen a V2, y ges 
continua en v2, podemos aproximar el valor mínimo 


g(V2) = —4V2 = —5,656854249... 


por medio de las sucesiones (g(¢n)) „>o y (g(an)),,y- En la Tabla 10.1 listamos algunos de los 
valores de ambas sucesiones. Es interesante notar que, independientemente de la diferencia de la 
velocidad de convergencia de ambas sucesiones a 4/2, cada vez que el desarrollo decimal de cy, o an 
comienza con 1,414, el desarrollo decimal del correspondiente valor g(c,) o g(a,) comienza con 
—5,65685. Esto ocurre para a, conn > 2 y para c, conn=60n > 10. Así, la Tabla 10.1 sugiere 
que podríamos aproximar g(\/2) = —4,/2 con 5 dígitos decimales correctos si trabajamos con 
una aproximación a, 0 c, de v2 con al menos 3 dígitos decimales correctos. Más aún, esto 
parece ser independiente de la sucesión considerada. 

A fin de justificar estas observaciones empíricas, estimamos |g(x) — g(v2)| en función de |x — 
V2 |. Tenemos que 


le(x) — 9(V2)| = |e — 6x +.4V2| = |x? — 2V2 — 6x + 6V2| = |x — V2| |x? + V2x-4]. 
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Tabla 10.1.: El método de bisección y de Newton en el mínimo de g(x) := x3 — 6x”. 


n Cn 8(Cn) An g(an) 
O | 1.50000000000 | -5.625000000 | 1.50000000000 | -5.625000000 
1 | 1.25000000000 | -5.546875000 | 1.41666666667 | -5.656828704 
2 | 1.37500000000 | -5.650390625 | 1.41421568627 | -5.656854249 
3 | 1.43750000000 | -5.654541016 | 1.41421356237 | -5.656854249 
4 | 1.40625000000 | -5.656585693 | 1.41421356237 | -5.656854249 
5 | 1.42187500000 | -5.656604767 | 1.41421356237 | -5.656854249 
6 | 1.41406250000 | -5.656854153 | 1.41421356237 | -5.656854249 
10 | 1.41455078125 | -5.656853767 | 1.41421356237 | -5.656854249 


Observamos que todos los términos an y c, pertenecen al intervalo [1,2]. Teniendo en cuenta que 
la función h: R > R, h(x) := x? + /2x — 4 es creciente en dicho intervalo, deducimos que 


x? + V2x—4| < máx(] h(1)],1n(2)1) = h(2) = 2V2 


para cada x € [1,2]. En consecuencia, 


le(x) — g(V2)| < 2V2|x— v2]. 


Si bien esto no explica que obtengamos aproximaciones de 5 dígitos de g(\/2) a partir de aproxi- 
maciones de 3 digitos de V2 (debido a que no hemos tenido en cuenta que h(v2) = 0), sí muestra 
que podemos obtener aproximaciones de g(v2) con la precisión que deseemos, con tal de apro- 
ximar suficientemente bien v2, independientemente de la sucesión elegida para aproximar a 


v2. 


10.1. Otra caracterización de la continuidad 


Lo que hemos dicho en el caso de la función g : R > R, g(x) := x° — 6x y x := v2 ilustra un 
fenómeno general: si queremos aproximar f (œ) por medio de un valor f (an), siendo (an)nen una 
sucesión que converge a Œ, la precisión que provee dicha aproximación no depende de la sucesión 
(an)nen, sino de la calidad de la aproximación a, de œ considerada. Es decir, dados € > 0 
y una sucesión de aproximaciones (an)nen que converge a œ, si tenemos una aproximación an 
“suficientemente precisa”, es decir, si |a, — @| < ô, entonces automáticamente podemos concluir 
que | f (an) — f(@)| < e, independientemente de la sucesión (a;,),< en consideración. Este es el 
contenido del enunciado a continuación. 


Lema 10.1.1. Sea f : A C R > R una función continua en a € A y sea € > 0. Entonces existe 
ô > 0 tal que | f(x) — f(@)| < € para cada x € A con |x— | < 6. 


Demostración. Supongamos que no existe 9 > 0 que satisface las condiciones del enunciado. Esto 
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significa que, para cada 6 > 0, existe as € A tal que 
las=al<8 y |flas)—f(@)| 2 e. 


En particular, si elegimos 6 := 1/n para cada n € N, tenemos que existe a, € A que satisface 
simultáneamente las siguientes condiciones: 


la, 0] <1/n y |f(an)—f(@)| > e. 


Dado que |an — «| < 1/n para cada n € N, concluimos que (an)nen converge a 0%, en tanto que la 
estimación |f(a,) — f(@)| > € para cada n € N implica que (f(a,))nen no converge a f(a). En 


consecuencia, la función f no resulta continua en œ, lo que concluye la demostración. 


El resultado precedente afirma que la condición que asegura que f(x) es una aproximación 
“suficientemente precisa” de f(a), es decir, que | f(x) — f(a@)| < e, depende solo de la calidad 
de la aproximación x de &, es decir, de que se satisfaga la condición |x— a| < 6 para cierto ô > 0, 
a determinar en función de e. A su vez, este comportamiento caracteriza la continuidad, como 
muestra nuestro siguiente resultado. 


Teorema 10.1.2 (Otra caracterización de la continuidad). Sea f : A CR > R una función. Enton- 
ces f es continua en 0 € A si y solo si para cada € > 0 existe 5 >0 tal que | f(x) — f(a)| < € 
para cada x € A que satisface la condición |x — a| < ô. 


Demostración. Dado que la afirmación “solo si” es precisamente el Lema 10.1.1, resta demostrar 
la recíproca. Supongamos entonces que para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que | f(x) — f(a@)| < e si 
|x — a| < 6. A fin de probar que f es continua en a, sea (a,)nen una sucesión de A que converge 
a a. Se trata de ver que (f(an))nen converge a f(a). Para esto, dado € > 0, sabemos que existe 
ô >O tal que |f (an)— f(a)| < e siempre que |an — a| < 6. Ahora bien, dado que (a, )nen converge 
a Q, existe no E N tal que |an — @| < 6 para cada n > no. Por lo tanto, |f(a,) — f(@)| < € para 
cada n > no, lo que demuestra que (f (a, ))ney converge a f(a). Concluimos que f es continua en 
Qa. 


Ejemplo 10.1.3. Aplicamos esta nueva definición de continuidad en un ejemplo sencillo: se trata 
de demostrar que la función f : R —> R, f(x) := x? 
Fijemos € > 0 y demostremos que |f (x) — f(W2)| < € si |x— v2| es “suficientemente chico”. 


Observamos que 


es continua en x := V2. 


F(x) -FDI = pê -= 2 = = v2 x+ v2]. 


Dado que nos interesa el comportamiento de la diferencia | f (x) — f(V2)| para valores de x cer- 
canos a \/2, esto es, cuando |x — v2] es suficientemente chico, podemos suponer sin pérdida 
de generalidad que |x— /2| < 1. En tal caso, resulta /2—1 < x < vV2+ 1, de donde deducimos 
que |x + v2| <242+1<4. En consecuencia, para cada x tal que |x— V2 


< 1, resulta 


f(x) — F(V2)| <4|x— v2). 
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Concluimos que si |x — V2| < min{1,€/4}, entonces | f(x) — f(W2)| < €, lo que demuestra que f 
es continua en x= V2. 


10.1.1. Continuidad de las funciones trigonómetricas 


En esta sección introducimos las funciones trigonométricas seno y coseno y demostramos que 
resultan continuas. 

En la literatura matemática las funciones seno y coseno han sido definidas de diversas mane- 
ras: como coordenadas de los puntos de una circunferencia de radio 1, a partir de áreas de ciertas 
figuras contenidas en un círculo de radio 1, por expresiones explícitas en términos de series de 
potencias y también como soluciones de ecuaciones diferenciales. Aquí vamos a seguir la primera 
opción, dado que resulta la de significado geométrico más claro, señalando de todas maneras las 
dificultades de tal definición. En el capítulo sobre integración de funciones diferenciables (Capí- 
tulo 16) vamos a retomar esta cuestión, proveyendo una definición más satisfactoria que la de esta 
sección. 

En lo que sigue, del mismo modo que cuando definimos el número z (Sección 6.4.1), vamos 
a suponer que es posible “medir” la longitud del arco que define un ángulo dado en la cir- 
cunferencia unidad, esto es, que la medida de un ángulo en radianes está bien definida. Esta 
dificultad ha llevado a algunos autores a introducir las funciones trigonométricas en términos de 
áreas (ver, por ejemplo, [Har67, $163] o [Spi92, Capítulo 15]). 


y 


HH 


x= cosa (1,0) 


Figura 10.1.: La definición sen(a) y cos(a@) para a € [0, 2/2]. 


Consideremos entonces el “arco continuo” de longitud @ que “recorre” en sentido antihorario 
la circunferencia unidad, “comenzando” en el punto (1,0) y “terminando” en un punto (x,y) (ver 
la Figura 10.1). De nuestra caracterización de 7, como la mitad de la longitud de la circunferencia 
de radio 1 (Teorema 6.4.6), concluimos que dicha longitud œ es un número real que pertenece al 
intervalo [0,27]. Más aún, en lo que sigue vamos a suponer que cada q € [0,27] corresponde 
a un único arco continuo de este tipo. Definimos entonces los valores seno de œ y coseno de 
a (que notamos como habitualmente por sena@ y cos Gx) por las coordenadas x e y del punto 
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“final” (x,y) del arco continuo de longitud œ, comenzando en (0,1). A su vez, extendemos estas 
definiciones a R de modo que seno resulte una función impar, coseno resulte una función par y 
ambas resulten periódicas de período 27, es decir, 


cos(—x) = cos(x) y  sen(—x)=—sen(x) para cada x € [—27,0]; (10.1) 
cos(x) =cos(x+27x) y  sen(x)=sen(x+27) para cada x € R. (10.2) 


Las condiciones (10.1) y (10.2) definen univocamente dos funciones sen: R > Ry cos: R —> R 
de modo tal que coinciden con la definición “geométrica” en el intervalo [0,27]. 

De la trigonometría elemental sabemos que, para cada par de puntos x,y € [0,27], se satisfacen 
las identidades: 


sen(x+y) = senxcosy+cosx seny, (10.3) 
cos(x+y) = cosxcosy—senx sen y, 
sen’x+cos?x = 1. (10.4) 


Por la periodicidad (10.2) de las funciones seno y coseno concluimos que estas identidades se 
satisfacen para cada par de puntos x,y € R. 


Ejercicio 10.1.4. Demostrar las siguientes identidades para cada x,y € R: 


senx — sen y = 2sen (=) cos (=). cosx — cosy = 2sen (2) sen (>). (10.5) 


Continuidad de las funciones seno y coseno 


A fin de demostrar la continuidad de las funciones seno y coseno, de (10.4) deducimos que 
|senx| < 1 y |cosx| < 1 para cada x € R. Combinando esta observación con (10.5) concluimos 
que 


|senx—seny| < 2|sen (52)| y |cosx—cosy| < 2] sen (* 


>) (10.6) 


para cada par de puntos x, y € R. 

Fijemos & € [0,27] y veamos que las funciones seno y coseno resultan continuas en œ. Sea 
x € R tal que |x— a| < 1/2. Supongamos sin pérdida de generalidad que x > œ. Tenemos entonces 
0<x- a. < 7. /2, y por lo tanto, de la Figura 10.2 deducimos que 


0 < sen(x— 04) <x—0%. (10.7) 


Similarmente, si x < @, entonces — 7/2 < x— & < 0, y por lo tanto, 


0 > sen(x— a) = —sen(& — x) > —(& — x) =x- &. (10.8) 


De (10.7) y (10.8) concluimos que, si |x — a| < 2/2, entonces | sen(x— a@)| < |x— 02). Por lo tanto, 
de (10.6) deducimos que 


|senx—sena|<|x—a| y |cosx—cosa| < |x- al]. (10.9) 
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senx x 


Figura 10.2.: Una demostración gráfica de la desigualdad sen(x) < x para 0 <x < 7/2. 


Es fácil entonces concluir que tanto seno como coseno resultan continuas en a: dado € > 0, te- 
nemos que si |x — œ| < mín(/2,e), entonces la estimación (10.9) resulta válida, y por lo tanto, 
|senx—sena@| < e y |cosx—cosa@| < e, como queríamos demostrar. En conclusión, tenemos el 
siguiente resultado. 


Teorema 10.1.5. Las funciones trigonométricas sen : R + R y cos: R > R son continuas en cada 
a ER. 


10.1.2. Continuidad Lipschitz 


Cabe observar que las funciones seno y coseno satisfacen una condición más fuerte que la 
f(x) — f(y)| de cualquiera de 
estas funciones se “controla” de forma lineal en términos del incremento |x — y 


continuidad, que expresa la estimación (10.9): el “incremento” 


, es decir, existe 


una constante L > 0 tal que 
If) = fO) < Llx y] (10.10) 


para cada par de puntos x e y en el dominio de f. Una función que satisface la condición (10.10) 
se denomina Lipschitz continua. 


Ejemplo 10.1.6. Consideremos la función f : [1/2, +œ) + R, f(x) := 1/x. Afirmamos que f es 
Lipschitz continua. En efecto, dados x,y € [1/2,+00), tenemos que 


1 


1 1 
ro-ro =E- Dios 4r- 


Por otro lado, la función g : (0, +00) + R, g(x) := 1/x no es Lipschitz continua. En efecto, argu- 


mentando como con la función f, tenemos que 
le) — g(y)! Lx y] 
Xi = — |%— 
8 E&Y xy y 


para cada par de puntos x,y € (0, +00). En consecuencia, eligiendo x e y suficientemente cerca de 
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0 podemos hacer que la fracción 1 /xy tome valores arbitrariamente grandes, de donde concluimos 
que no existe L > 0 tal que |g(x) — g(y)| < Llx— y| para cada par de puntos x,y € (0, +00). 


El ejemplo precedente pone de manifiesto que la continuidad Lipschitz es una propiedad 
global, es decir, una propiedad que involucra todos los puntos del dominio de la función en consi- 
deración. Asimismo, vemos también que una función continua no necesariamente es Lipschitz 
continua. Por otro lado, una función Lipschitz continua es necesariamente continua, como pedi- 
mos demostrar en el siguiente ejercicio. 


Ejercicio 10.1.7. Sea f : A CR > R una función Lipschitz continua. Demostrar que f es continua. 


Ejercicio 10.1.8 (Propiedades aritméticas de las funciones Lipschitz continuas). Sean f,g:A C 
R > R funciones Lipschitz continuas. 


1. Demostrar que f +g : A > R es Lipschitz continua. 


2. Demostrar que f-g: A —> R no necesariamente es Lipschitz continua. (Sugerencia: analizar 
la función f : R > R, f(x) :=x?.) 


3. Demostrar que si f y g son acotadas, entonces f -g : A > Res Lipschitz continua. 


Del ejercicio precedente concluimos que si A es un intervalo cerrado y acotado [a,b], o más 
generalmente, un subconjunto compacto de R, entonces el producto de dos funciones Lipschitz 
continuas f,g : A —>R resulta Lipschitz continua. De acuerdo con el Teorema 10.1.5, las funciones 
seno y coseno son Lipschitz continuas. Asimismo, como vamos a ver más adelante, la restricción 
de cualquier función polinómica o exponencial a un intervalo [a,b] resulta Lipschitz continua. 
Así, vemos que la restricción a cualquier intervalo [a,b] (o, más generalmente, a un subconjunto 
compacto de R) de la mayoría de las funciones “conocidas” del cálculo resulta Lipschitz continua. 


10.1.3. Límites “continuos” 


Observamos que subyace a la nueva caracterización de la continuidad del Teorema 10.1.2 una 
afirmación sobre el comportamiento de la función f en torno a a. En efecto, podemos interpretar 
informalmente la condición “para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que | f(x) — f(@)| < e si |x—a| < 6” 
como una descripción del comportamiento de f(x) para valores de x cercanos a &: dada una “pre- 
cisión admisible” e > 0, el valor de f(x) resulta una “buena” aproximación de f(a) para cada 
x “suficientemente cercano” a &, y por lo tanto, el “comportamiento” de f “cerca” de œ re- 
sulta claro: f(x) es aproximadamente f(a). Esta caracterización de la existencia de un “buen 
comportamiento” de f en torno a un punto œ de su dominio no es privativo de las funciones con- 
tinuas: los valores f(x) que toma una función f para valores de x cercanos a œ pueden “acercarse 
progresivamente” a un valor £ dado (excluyendo eventualmente el caso x = & en sí), sin que f 
esté definida en & o sea f(a) = £. En tal caso, diremos que el límite de f cuando x tiende a a 
es l. Más precisamente, tenemos la siguiente definición. 


Definición 10.1.9 (Caracterización e — ô del límite). Sea f : (a,b) —> R una función. Diremos que 
el límite de f cuando x tiende a a € (a,b) es £, y lo notamos en la forma líM,>0a f(x) = £ si y 
solo si para cada € > 0 existe 8 > 0 tal que |f (x)— 4| < € si 0 < |x-—a| < ô. 
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Ejemplo 10.1.10. Sea f : R\ {0} > R la función definida por f(x) := x sen(1/x). Estudiamos la 
existencia del límite de f cuando x tiende a 0. Tenemos que 


|F(x)| = |x sen(1/x)| < |x| 


para cada x € R\ {0}. Por lo tanto, dado € > 0, tenemos | f(x) —0| < e para cada x € R\ {0} 
que satisface la condición |x| < e. En consecuencia, resulta lím f(x) =0. 
x> 


Propiedades de los límites continuos 


En estos términos, observamos que, si existe, el límite de una función f cuando x tiende a 
o está unívocamente determinado por f y œ (con lo cual la notación £ = lím,-+0 f(x) resulta 
consistente). Más precisamente, si limy+.¢f(x) = 1 y lím,>0. f(x) = %2, afirmamos que € = £2. 
En efecto, fijemos € > 0 y sean ô; > 0 y ô > 0 tales que 


a |f(x)—l|<esi0< |x- a] < 81; 
a [f(x) -L|<esi0< |x- q] < &. 
En consecuencia, si 0 < |x— œ| < min{6,, ô}, entonces tenemos que 
[1 — £2| = Mi — f(x) +f) — 4] < IE) — 41 +1F(x) —£2] < 2e. 


Dado que esta estimación resulta válida para cada € > 0, concluimos que ¢; = £2, es decir, he- 
mos demostrado el siguiente resultado (comparar con el correspondiente resultado para limites de 
sucesiones (Lema 3.1.25)). 


Lema 10.1.11 (Unicidad del límite). Sea f : (a,b) — R una función y sea a € (a,b). Si f tiende 
simultáneamente a l; y a h cuando x tiende a &, entonces ¢, = La. 


De forma similar a lo que ocurre en los límites de sucesiones (Teorema 3.1.27), los límites 
continuos tienen un “buen comportamiento” en relación con las operaciones aritméticas, lo que 
simplifica en ocasiones su determinación. 


Ejercicio 10.1.12 (Propiedades aritméticas de los límites). Sean f,g : (a,b) + R dos funciones 
tales que existen los límites €, := lim f(x) y £2 := lim g(x). 
X> X> 


= Demostrar que existe lím (f +g) (x) y es igual a l; + b2. 
x> 


= Demostrar que existe lim (f g)(x) y es igual a ¢) £5. (Sugerencia: usar la identidad | f (x) g(x) — 
X> 
Lila| =1£(02(x) — g(x) + Lig(x) — 4142.) 


= Sil £0, demostrar que existe lim(1/g)(x) y es igual a 1/2. 
x—>0u 


= Sil, £0, demostrar que existe lim(f/g)(x) y es igual a 41 /£5. 
x>0 
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En términos de límites continuos, podemos expresar la nueva caracterización de continuidad 
(Teorema 10.1.2) diciendo que una función f : (a,b) — R es continua en @ € (a,b) si y solo si 
líma f(x) = f(a). Existe sin embargo una diferencia sutil entre la caracterización del Teorema 
10.1.2 y su expresión en términos de límites, que conviene tener en cuenta: en la caracterización de 
la continuidad consideramos el valor x = a, dado que exigimos que resulte | f(x) — f(a@)| < € para 
cada x € (a,b) tal que |x — œ| < 6, mientras que, en la definición de límite (Definición 10.1.9), la 
condición | f(x) — £| < e debe ser satisfecha por cada x € (a,b) tal que 0 < |x— a@| < 8, y por lo 
tanto, no necesariamente por x = a. Esto se debe a que, en este último caso, estamos determinando 
la existencia de un comportamiento asintótico, y éste no depende de la definición de f en x = a, 
sino de lo que ocurre con f(x) a medida que x se acerca a 0%. 


Ejercicio 10.1.13. Recordamos la definición de las funciones trigonométricas tangente, cotan- 
gente, secante y cosecante. Si A := {kn : k € Z} y B:=4[10/2+kT : k € Z} son los conjuntos de 
ceros de las funciones seno y coseno respectivamente, entonces 


= la función tangente tg : R \ B > R se define como tg(x) := pa E 
cosx 


= la función secante sec : R \ B —> R se define como sec(x) := ——; 
cosx 


= la función cosecante cosec : R\ A — R se define como cosec(x) := ——. 
senx 
Demostrar que todas estas funciones son continuas. 


De forma análoga a lo que ocurre con la continuidad, la existencia de límites continuos puede 
caracterizarse en términos de sucesiones, como enunciamos a continuación. 


Lema 10.1.14 (Límites continuos por sucesiones). Sea f : (a,b) + R una función y Q € (a,b). 
Entonces lima f(x) = £ si y solo si para cada sucesión (an)nen de (a,b) \ {a} que converge a 


a, la sucesión (f(an))nen converge a £. 


Ejercicio 10.1.15. Demostrar el Lema 10.1.14. (Sugerencia: “copiar” las demostraciones del Le- 
ma 10.1.1 y el Teorema 10.1.2.) 


Ejercicio 10.1.16. Sea f : R —> R la función definida por 


Analizar la continuidad de f en x = 0. 


Ejercicio 10.1.17. Demostrar que la función f : R + R definida por 
sen(1/x) sixAH0, 
rol ena six 


no es continua en x = 0. 
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Extensiones del concepto de limite “continuo” 


Sea f : [a,b] — R una función y sea œ € [a,b]. En muchas situaciones es necesario estudiar el 
comportamiento asintótico de f en x = œ considerando solamente los puntos x € fa, œ) o (a, 5]. 
En tal sentido, decimos que 


= f tiende a £ cuando x tiende a & por izquierda, y escribimos lim,_,,- f(x) = £, si para 
cada e > 0 existe 9 > 0 tal que | f(x) — £| < e siempre que0 < œ — x < ô. 


= f tiende a £ cuando x tiende a & por derecha, y escribimos lím,._, + f(x) = £, si para cada 
€ > O existe ô > 0 tal que | f(x) — £| < e siempre que 0 <x— & < ô. 


Ejemplo 10.1.18. Sea f : R\ {0} > R, f(x) := |x| /x. Observamos que 


lim f(x) = lim — = lim (=1)=-1. 
x07 x>0 X x07 


Por otro lado, 


lim f(x) = lim ~ = lim 1=1. 


x>0+ x>0tX  x>0+ 


Observamos que el hecho de que ambos límites laterales no coincidan nos da la pauta de que 
f no posee un comportamiento definido cuando x tiende a 0. En efecto, si consideramos las 


sucesiones (dn)nen := (—1/n)nen Y (Dn) nen := (1/n)nen, entonces 
Jím f(an) SSS Jím (bn). 


En consecuencia, la caracterización de los límites continuos en términos de sucesiones (Lema 


10.1.14) nos asegura que no existe el límite de f cuando x tiende a 0. 


Ejercicio 10.1.19 (Unicidad de los límites laterales). Sea f : [a,b] —> R una función y sea & € 
[a,b]. Demostrar que si ím, a- f(x) = 41 y lim, pa- f(x) = £2, entonces ¢ = b2. Demostrar que 
lo mismo ocurre para los limites laterales por derecha. 


Ejercicio 10.1.20 (Existencia de límite por límites laterales). Sea f : (a,b) + R una función y 
sea & € (a,b). Demostrar que existe el límite de f cuando x tiende a & si y solo si ambos límites 
laterales de f existen y coinciden cuando x tiende a Q, esto es, 

lim f(x) =£ si y solo si lim f(x)= lim f(x) =£. 

Xt x>0 x>0a+ 

Otra situación que nos interesa describir es aquella en la cual los valores de una función crecen 

por encima de toda cota a medida que el valor de x se acerca a un valor determinado. Más preci- 
samente, sea f : (a,b) + R una función y œ € (a,b). Decimos que f tiende a infinito cuando x 
tiende a a, y escribimos lím f(x) =, si jim 1/f(x) =0. 


Ejemplo 10.1.21. Sea f : R\ {0} > R, f(x) :=1/x. Observamos que 


lim —~ = limx=0, 
x0 (x x0 
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de lo que concluimos que lím f(x) = ©. 
x>0 


Ejemplo 10.1.22. Sea B := {n/2+kr : k € Z} y f: R\B > R la función tangente, esto es, 
f(x) := tg(x) := senx/ cosx. Observamos que 


A 1 cosx  cos(7/2) 
lim — = lim —— = ——— =0, 
xon/2tgx  x>x%/2senx  sen(7/2) 


de lo que concluimos que im tgx = œ. Más generalmente, si b := 1/2 + 2kom es cualquier 
x>T/2 


elemento de B, tenemos entonces que senb # 0, y por lo tanto, 


li lím osx cosb  cos(1/2+2ky1)  cos(1/2) 0 
im — = lim = = = =0. 
xobtgx x>bsenx senb  sen(1/2+2ky1)  sen(1/2) 


Concluimos nuevamente que limtgx = %. 
x>b 


Ejercicio 10.1.23. Sean A := {ka : k € Z} y B:=f[10/2+kT : k € Z}. Si a y b son dos elementos 
arbitrarios de A y B respectivamente, demostrar que 


lim cotgx = oo, lim cosec x = oo, lim secx = oo, 
xa x>a x—>b 


Ejercicio 10.1.24. Demostrar que una función f : (a,b) > R tiende a infinito cuando x tiende 
a 0. € (a,b) si y solo si para cada M > 0 existe 9 > 0 tal que |f(x)| > M para cada x con 
0 < lx— al <6. 


Finalmente, consideramos el comportamiento de funciones cuando x tiende a infinito. Si £ € R, 
o £ es alguno de los símbolos +œ, —oo o oo, tenemos las siguientes definiciones: 


= una función f : (a, +œ) > R tiende a £ cuando x tiende a más infinito, y lo notamos por 
lí =0, si lí 1/x) =f; 
AS lím f(1/x) =£; 
= una función f : (—co,a) > R tiende a £ cuando x tiende a menos infinito, y lo notamos 
lim f(x) =4 si lim f(1/x)= 4; 
x> 00 x>0- 
= una función f : R > R tiende a @ cuando x tiende a infinito (a secas), y lo notamos 


lim f(x) = 6 si lím f(x) = Jim f(x) = 0 


Ejemplo 10.1.25. Consideremos la función f : R\ {0} > R, f(x) = senx/x. Afirmamos que 
lim f(x) = 0. En efecto, para cada x € R \ {0}, tenemos que 
x->00 


Olpe Oe 


Por lo tanto, si |x| < €, entonces |f(1/x)| < e, lo que demuestra que lim,_, f(1/x) = 0. En con- 


secuencia, vemos que lím f(x) = 0, como queríamos demostrar. 
x— o0 


Ejercicio 10.1.26. Demostrar que no existe lím senx. 
X—> o0 
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Ejercicio 10.1.27. Sea f : R —> R una función. 


1. Demostrar que liM,,+0 f(x) = Q si y solo si para cada £ > 0 existe M > 0 tal que | f(x) — 
a| < e para cada x > M. 


2. Enunciar y demostrar una caracterización análoga a la del ítem anterior del límite de f 


cuando x tiende a menos infinito, y cuando x tiende a infinito. 


Ejercicio 10.1.28. Sea f : RA {a1,... as} > R una función racional, y sean p,q € R{x] tales que 
f(x) = p()/q(x) para cada x ¢ {a1,...,as}. Demostrar que: 


= si gr(p) < gr(q), entonces lim f(x) = 0; 
x—>0% 


= sigr(p) > gr(q), entonces lim f(x) =»; 


x—>0% 
= si gr(p) =gr(q), entonces lim f(x) =a £0. 
Xoo 


Ejercicio 10.1.29 (“Las exponenciales crecen más rápido que las polinómicas”). En el Ejercicio 
3.1.13 comparamos sucesiones con crecimiento exponencial y polinomial. El propósito de este 
ejercicio es generalizar estos resultados, estableciendo comparaciones sobre el comportamiento 


asintótico de funciones polinómicas y exponenciales. 


1. Seana> 1 yk EN. Demostrar que lím x*/a* = 0. (Sugerencia: rever las acotaciones del 
X—> +20 
Ejercicio 3.1.13.) 


2. Más generalmente, si a > 1 y p(x) € R[x], demostrar que lím p(x)/a* =0. 
x— +09 
Ejercicio 10.1.30. El propósito del presente ejercicio es estudiar el límite lím (1+ Dx 
x—>+0% 


1. Sea (an)Jnen una sucesión que tiende a más infinito. Si n,k € N son tales que se satisfacen 
las desigualdades k < an < k+ 1, demostrar que 


1 k+1 1 an 1 k 
ses [fee Se ea 
(+5) =(+z,) 2 (+72) 
Deducir de lo anterior que lim (1 +1/a,)% =e. 
n—>0 


a z A PE 
2. Concluir que mma +1/x =e. 


Límite de una composición de funciones 


Sean f : (a,b) + R y g : (c,d) > R dos funciones tales que la composición go f : (a,b) > R 
está bien definida. Supongamos que lim, f(x) = B y lim,_,g g(x) = y. En estas condiciones, 
nos gustaría poder afirmar que limy_+.¢ g(f(x)) = y. Sin embargo, de acuerdo a la definición de 
límite, si llamamos y = f(x), tenemos que g(y) se “acerca” a y cuando y tiende a f, siempre que 
y # P. Desafortunadamente, de acuerdo con nuestras hipótesis, nada garantiza que f(x) Æ f para 
x “cercano” a Œ, por lo que no necesariamente ocurre que lím g(f(x)) =y. 
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A fin de entender qué es lo que ocurre, veamos un ejemplo simple que ilustra este fenómeno. 
Sean f : R > R y g : R > R las funciones definidas por 


E Jj 1 six40, 

fœ) :=0 y ga) a eer 
Entonces lím;,-30 f(x) = 0 y limy40g(x) = 1, pero lim,+0 g(f(x)) = 0. ¿Qué es lo que está pa- 
sando? Ocurre que f(x) = 0 para x cercano a 0, por lo que los valores g(f(x)) no representan el 
comportamiento de g cerca de 0, sino en 0. 

Ahora bien, si g es continua en x = ff, entonces el comportamiento de g para x cercano a B 
coincide con el de g en x = p, por lo que esta dificultad no aparece. Así, tenemos el siguiente 
resultado (valen enunciados del mismo tipo para límites infinitos). 


Lema 10.1.31 (Límite de una composición). Sean f : (a,b) > R y g : (c,d) > R dos funciones 
tales que f((a,b)) C (c,d). Sea & € (a,b) un punto tal que lim,-+¢ f(x) = B y u g(x) = g(B). 
o 


Entonces lim g(f(x)) =8(B). 


Demostración. Sea € > 0. Por la continuidad de g en y = f tenemos que existe 6’ > 0 tal que 
si ly — B| < 6’ entonces |g(y) — g(B)| < £. Asimismo, existe 5 > 0 tal que si 0 < |x— 0] < 6, 
entonces | f(x) — B| < 6’. En consecuencia, si 0 < |x— @| < ô resulta | f(x) — B| < 6’, y por lo 


tanto, |g(f(x)) — g(B)| < e. En consecuencia, tenemos que lim g(f(x)) = g(8), como queríamos 
X> 


demostrar. 


Este resultado puede ser útil en el cálculo de límites, dado que nos permite realizar cambios 
de variables que pueden simplificar el límite en consideración, como ilustramos en el ejemplo a 
continuación. 


Ejemplo 10.1.32. Para a € R, queremos analizar el límite 
lim (145). 
X—> + x 
Supongamos sin pérdida de generalidad que a # 0, dado que si a = 0, resulta 


0 x 
lim (1+2) =1. 
x>+|00 x 


Como a # 0, por la continuidad de la potenciación real (Ejercicio 9.1.16) y el resultado sobre el 


límite de una composición (Lema 10.1.31) concluimos que 


x xy a xa 
lím (1+5) = lím (0+5) = ( lím (1+)") 
X—> +0 x X—> too Xx x>+00 x 
siempre que el límite de la derecha exista. Asimismo, si y := x/a, tenemos que 


a 1 
lím (1+2) = lím (1+-)'=e, 
y 


x>+0 x y—> +2 
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donde la primera igualdad es correcta debido a que la función f :R > R, f(x) := x/a es continua 


y la segunda igualdad es el Ejercicio 10.1.30. En conclusión, tenemos que 


aN* 
lím (1+5) =e", 
X—+-+00 X 


Ejercicio 10.1.33. Sea a € R. Demostrar que lím (1 + =) E ent. 
x= +o x 
Ejercicio 10.1.34. Sea a € R. Demostrar que lim (1 + y =e", 
x>—0 x 
a Seas pal) 
Ejercicio 10.1.35. Sean k € N, p € R[x] y a > 1. Probar que lim ——~ =0 


xo+o q* 


10.2. Caracterizaciones topológicas de la continuidad 


Sea f: A C R —> R una función. Partiendo de la consideración de lo que hemos denominado 
un “buen comportamiento local”, hemos dicho que f es continua en a € A si y solo si existe 
lím:>0 f(x) y es igual a f(a). Más generalmente, diremos que f es continua (a secas) si es 
continua en cada punto de A. 


Ejemplo 10.2.1. La función f : R —> R, f(x) :=x? es continua. En efecto, dado O € R, por las 


propiedades aritméticas de los límites continuos (Ejercicio 10.1.12) tenemos que lim 1? = a? = 
X> 


f(a). 
Ejercicio 10.2.2. Demostrar que cualquier función f : Z —> R es continua. 


Ejercicio 10.2.3. Sea f : R —> R una función continua tal que lím f(x) = 1. 
x—o00 


1. Probar que la imagen Im( f) de f es un conjunto acotado de números reales. 
2. Sea A := Im( f), c:=supA y d := infA. Probar quec>1yd<l. 


La definición “local-global” de continuidad de una función f : A C R —> R (f es continua si es 
continua en cada punto de A), si bien absolutamente correcta desde el punto de vista matemático, 
tiene el inconveniente de que se “pierde” el aspecto global que intuitivamente le asignamos a la 
noción de continuidad. Por tal motivo, vamos a estudiar la continuidad desde un punto de vista 
“global”, caracterizándola en términos “topológicos”, es decir, a partir de la acción de f sobre 
determinados tipos de conjuntos. 

Para esto, comenzamos observando que la continuidad local puede redescribirse en términos 
conjuntistas. En efecto, sea f : A CR — R una función y a € A. Sabemos que f es continua en A 
si para cada € > 0 existe 9 > 0 tal que 


x€A y|x— a] < 6 implica | f(x) — f(a@)| < e. 


Analizamos el significado de esta implicación. Lo que estamos diciendo es que la imagen de ca- 
da elemento de A que dista de œ en menos de 6, es decir, la imagen f(x) de cada elemento 
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del conjunto {x € A: |x—a| < 6} =AN(a— 8,0 + ô), satisface una cierta propiedad de cerca- 
f(x) — f(@)| < e, o equivalentemente, pertenece al conjunto (f(a) —e, f(a) + €). Podemos 
entonces reexpresar la implicación anterior de la forma siguiente (ver la Figura 10.3): 


nía, 


x €(a—6,045)NA implica f(x) € (f(0)—e, f(a) +8). (10.11) 
y 
y= fx) 

f(a) +e 
f(a+6) 

f(a) 

f(a- ô) 

f(a) —€ 

>X 
a-d a até 


Figura 10.3.: Una elección de e y 6 tal que se satisface (10.11). 


Introducimos algunas notaciones para describir esta implicación en forma más compacta. El 
intervalo (œ — 0,0 + ô) se denomina el disco D(a, ô) de radio 6 > 0 y centro a. Asimismo, 
tenemos el disco D(f(@),€) := (f(a) —e, f(@) + £). Por último, el conjunto de los elementos 
x € A tales que f(x) € D(f(0), €) es lo que hemos denominado la imagen inversa (o preimagen) 
f-'(D(f(a),€)) de D(f(0), e) por f, es decir, 


FU (D(F(0),E)) == {x EA: f(x) € D(f(a),€)}. 


Ejemplo 10.2.4. Si f : R > R es la función f(x) := x? y A:= (4,9), entonces la preimagen f—'(A) 
de A por f es el conjunto |[—3, —2) U (2,3], en tanto que la preimagen f~! (B) por f del intervalo 
B := (—5,4) es el intervalo (—2,2) (observamos que ésta coincide con la preimagen f—'(C) del 
intervalo C := [0,4)). 


La implicación anterior expresa que la imagen de cada elemento x € D(a,5)MA pertenece 
al disco D( f(a), e), o lo que es lo mismo, cada elemento x € D(a@,6) MA pertenece al conjunto 
f-'(D(f(a),€)). Dicho de otro modo, tenemos la inclusión 


D(a,d)NAC f *(D(f(a),e)). (10.12) 


Así obtenemos la siguiente caracterización de la continuidad de una función en un punto, que nos 
da la pauta de que la continuidad está íntimamente relacionada con la forma que tiene la imagen 
inversa por dicha función de ciertos discos. 
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Lema 10.2.5. Sea f : A C R > R una función y a € A. Entonces f es continua en Q si y solo si 
para cada e > 0 existe ô > 0 tal que se satisface (10.12). 


10.2.1. Conjuntos abiertos 


Pasamos ahora de la continuidad “local” (en un punto € A) ala continuidad “global” (en A). Si 
f es continua en A, dado que f~'(D(f(@),€)) contiene un disco con centro en @ para cada £ > 0 
y cada & € A, resulta entonces que la imagen inversa de una unión de discos UgeaD( Fo), Ea) 
contiene un disco en torno a cada punto œ € A, que por lo tanto debe ser “algo similar” a un 
conjunto del mismo tipo, es decir, una unión de discos. Una unión de discos de R es lo que 
denominamos un conjunto abierto de R. Más generalmente, la intersección de una unión de 
discos de R con un subconjunto A de R se denomina un conjunto abierto en A. 


Ejemplo 10.2.6. Cada intervalo abierto (a,b) es un conjunto abierto, dado que (a,b) = D((a+ 
b)/2,(b—a)/2). Asimismo, R es un conjunto abierto, dado que, por ejemplo, R = Un ez D(n, 1). 
Por otro lado, (a,b) O Q es un conjunto abierto en Q para cada a < b. 


Ejercicio 10.2.7. Probar que (—0o,a) y (a, +00) son conjuntos abiertos para cada a € R. ¿Es 
cierto que cada conjunto abierto U C R es conexo? 


Nuestra definición de conjunto abierto, que va a ser útil para obtener una caracterización global 
de la continuidad, es poco operativa, ya que a fin de demostrar que un subconjunto dado de R es 
abierto es necesario demostrar un resultado sobre su estructura global. La siguiente caracterización 
local de la propiedad de ser abierto resulta en general mucho más operativa. 


Lema 10.2.8. Sea A CR. Un conjunto U C A es abierto en A si y solo si para cada & € U existe 
€ >0 tal que D(a,e)NACU. 


Demostración. Supongamos en primer lugar que U es un subconjunto abierto de A, es decir, U es 
de la forma U = UjerD(uj, €;) NA, donde J es un conjunto de índices y €; > 0 para cada i € I. Sea 
a € U. Entonces existe i € J tal que œ € D(u;, €) MA C U. Esto implica que u; — £i < A < uj + £i. 
Sea 6 := min{a@ — (uj; — £;i), (ui + £;i) — æ} > 0 la menor distancia de a a los extremos del disco 
D(uj, £;i). Entonces 


D(a,d)NA C D(u;,e)MA CU, 


como queríamos demostrar. 

Recíprocamente, sea U un subconjunto de A tal que para cada & € U existe Ey > 0 de forma tal 
que se satisface D(0, €) MA C U. Entonces tenemos que U = UgeyD(0, €a) NA: por un lado, 
U está contenido en la unión UgeyD(@, €) NA, ya que & € D(A,€4) MA para cada & € U, y, 
por el otro lado, dado que se trata de conjuntos contenidos en U, la unión UgeyD(@, €x) NA está 


contenida en U. Esto prueba que U es una unión de discos. 
Ejercicio 10.2.9. Sea A CR. 
1. Demostrar que U C A es abierto en A si y solo si A \U es cerrado en A. 


2. Sea LU; : i € I} una familia de conjuntos abiertos en A. Demostrar que UjerU; es abierto en 
A. 
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10.2.2. Continuidad en términos de conjuntos abiertos o cerrados 


Retomando nuestra discusión sobre la continuidad, la imagen inversa de un conjunto abierto por 
una función continua f : A C R —> R resulta un conjunto abierto de A. Más aún, esta propiedad 
caracteriza a su vez la continuidad. 


Teorema 10.2.10 (Caracterización topológica de la continuidad). Sea f : A CR > R una función. 
Entonces f es continua si y solo si, para todo subconjunto abierto U de R, el conjunto f7! (U) es 


abierto en A. 


Demostración. Supongamos en primer lugar que f es continua y sea U un subconjunto abierto 
de R. Se trata entonces de demostrar que f~!(U) es un subconjunto abierto de A. Para esto, sea 
a € f-'(U). Tenemos que f(a) € U (por la definición de imagen inversa), y por lo tanto, de la 
caracterización “local” de los conjuntos abiertos (Lema 10.2.8) deducimos que existe € > 0 tal 
que D(f(a),€) C U. Por la continuidad de f existe 6 > 0 tal que valen las inclusiones 


D(a,6)NA cf (D(f(a), e)) EA 


(Lema 10.2.5). Así, la caracterización local de los conjuntos abiertos (Lema 10.2.8) asegura que 
f~! (U) es un conjunto abierto en A. 

Recíprocamente, supongamos que f—!(U) es abierto en A para cada conjunto abierto U C R. 
Sea 04€ A y € > 0. Entonces f~! (D( fla), )) es un conjunto abierto en A que contiene a œ. Por 
lo tanto, existe ô > 0 tal que D(a, 5) E f- '(D (flo), e )), de donde concluimos que f es continua 


en Q. 


Ahora expresamos la continuidad en términos de conjuntos cerrados. Si f : A C R —> Res una 
función, tenemos que 


= un conjunto S C R es cerrado si y solo si R \ S es abierto; 
= el conjunto f7! (S) es cerrado en A si y solo si AY f7! (S) es abierto en A; 
» A\ f7! (S) = f7! (R\ S) (Ejercicio 10.2.12). 


La caracterización topológica de la continuidad (Teorema 10.2.10) nos asegura que f es continua 
si y solo si la imagen inversa de cada conjunto abierto S C R es abierta en A. Si la imagen inversa de 
cada conjunto cerrado F C R es cerrada en A, tomando complementos concluimos que lo mismo 
ocurre para conjuntos abiertos, de lo que concluimos que f es continua. Recíprocamente, si f es 
continua, entonces la imagen inversa de cada conjunto abierto es abierta en A, de lo cual, tomando 
complementos, deducimos que lo mismo ocurre con conjuntos cerrados. Vemos entonces que f es 
continua si y solo si la imagen inversa de cada conjunto cerrado es cerrada en A. En consecuencia, 
tenemos el siguiente resultado. 


Teorema 10.2.11 (Caracterizaciones topológicas de la continuidad). Sea f : A C R > R una 


función. Entonces son equivalentes: 


1. f es continua en A; 
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2. para todo subconjunto abierto U de R, f~'(U) es un subconjunto abierto de A; 

3. para todo subconjunto cerrado F de R, f~'(F) es un subconjunto cerrado de A. 
Ejercicio 10.2.12. Sea f : A CR > R una función y S un subconjunto de R. 

1. Demostrar que FRA S) =A\ f! (S). 

2. Completar la demostración del Teorema 10.2.11: demostrar la equivalencia entre 2. y 3. 


Ejemplo 10.2.13. Cabe mencionar una consecuencia útil de las caracterizaciones topológicas de 
la noción de continuidad precedentes (Teorema 10.2.11): podemos deducir características topo- 
lógicas de conjuntos definidos a partir de funciones continuas. 

Más precisamente, dada una función continua f : R —> R, si A C R es el conjunto de los ceros 
de f, entonces A es un conjunto cerrado. En efecto, dado que {0} es un conjunto cerrado, f es 
continua y 


A:={xeER: f(x) =0} = f-!({0}), 


del Teorema 10.2.11 concluimos que A es cerrado. De modo similar, el conjunto 
B:=[xER: f(x) > 0} = f-'((0,+e)) 


de positividad de f es abierto. En efecto, dado que (0, +%) es abierto y f es una función continua, 


de la identidad precedente concluimos que B es abierto. 


Ejercicio 10.2.14. Sea f : R— R una función continua. Demostrar que el conjunto de negatividad 
de f es abierto. ¿Qué se puede decir de los siguientes conjuntos 


{xER: f(x) >1), {xe R: f(x) > 0}, {xe Ri a< f(x) <b}, {x eR: a< f(x) <b}? 


Ejercicio 10.2.15. Sea f : A CR > R una función continua y 0. € A tal que f(a) 4 0. Demostrar 
que existe € > 0 con la siguiente propiedad: six € A y |x—a| < £, entonces f(x) £0. 


10.2.3. Continuidad de la función inversa. 


En la Sección 7.1 hemos definido la función raíz n-ésima g : R>0 > Rso, g(x) := Wx como 
la función inversa de la “potencia” n—ésima f : Ro > Rso, f(x) := x”. En particular, hemos 
demostrado que la función raíz n—ésima es continua (Lema 7.1.15). Este ejemplo muestra un 
fenómeno que aparece con frecuencia: dados dos conjuntos A,B C R y una función continua e 
inversible f : A — B, se trata de estudiar el comportamiento de su función inversa g : B— A. 

En tal sentido, cabe preguntarse por la continuidad de la función inversa de una función conti- 
nua. Con este nivel de generalidad, la respuesta es negativa: la inversa de una función continua 
no es necesariamente continua. 


Ejercicio 10.2.16. Demostrar que la función f : |—1,0]U (1, +00) > [0, +00) definida por f(x) = 
x? es biyectiva y continua. Probar que la función inversa de f no es continua. 
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Es interesante notar que la función inversa g : [0, +00) + [-1,0]U (1, +00) de la función f del 
ejercicio precedente no resulta continua en y = 1 = f(—1), que es justamente la imagen del punto 
donde las imágenes por f de los intervalos [—1,0] y (1, +00) se “pegan”. Esto es básicamente lo 
que explica la discontinuidad de g. De hecho, si restringimos el dominio de g a la imagen por f 
del intervalo [—1,0] o a la imagen por f del intervalo (1, +00), ésta resulta continua. Esto ilustra 
un fenómeno general: la inversa de una función continua definida en un intervalo es continua. 


A fin de demostrar esta afirmación comenzamos con un resultado preliminar: una función con- 
tinua e inyectiva definida en un intervalo es necesariamente monótona. 


Lema 10.2.17. Sea I C R un intervalo y sea f : I > R una función continua e inyectiva. Entonces 
f es monótona. 


Demostración. Sean a,b € I con a < b y supongamos que f(a) < f(b). Afirmamos que f es 
creciente en [a,b]. Si no fuera así, existirían c,d € [a,b] con c < d tales que f(c) > f(d). Tenemos 
entonces dos posibilidades: f(a) < f(d) o f(d) < f(a). En el primer caso tenemos que f(a) < 
F(d) < f(c) de donde, por el Teorema de los valores intermedios (Teorema 8.1.7) concluimos 
que existe œ € (a,c) tal que f(a) = f(d), lo cual implica que f no es inyectiva. En el segundo 
caso resulta f(d) < f(a) < f(b), de lo cual, por el Teorema de los valores intermedios (Teorema 
8.1.7), deducimos que existe B € (d,b) tal que f(B) = f(a). Esto prueba que f no es inyectiva. En 
definitiva, la función f es creciente en [a,b] y, dado que [a,b] es un intervalo arbitrario contenido 
en J, resulta entonces f creciente en /. 


La demostración en el caso f(a) > f(b) es similar. 


De este resultado deducimos fácilmente la continuidad de la función inversa de una función f : 
I => f(1) continua e inyectiva definida en un intervalo. En efecto, el Lema 10.2.17 asegura que f es 
monótona. Supongamos para fijar ideas que f es creciente y sean a,b € I con a < b. Entonces, por 
las versiones topológicas del Teorema de Bolzano (Teorema 8.1.8) y Weierstrass (Teorema 8.2.21), 
concluimos que f ([a, b)) es un intervalo compacto, que, por la monotonía de f, debe ser necesa- 
riamente el intervalo [f(a), f(b)]. Asimismo, f((a,b)) = f([a,b]) \ (f(a), f(0)) = (f(a), £(b)). 
Más generalmente, si J es un conjunto abierto en J, entonces J es una unión de intervalos abiertos 
del tipo (a;,b;) (excepto eventualmente en la frontera de 7), y en consecuencia f(/) es una unión 
de intervalos (f(a;), £(b;)), por lo que, en particular, resulta un conjunto abierto. 

Vemos entonces que f(J) es un conjunto abierto para cada conjunto abierto J en J, y por lo 
tanto, si denominamos g : f(/) > I a la función inversa de f, entonces g~!(J) es un conjunto 
abierto para cada subconjunto abierto J de f(1). Así, la caracterización topológica de la continui- 
dad en términos de conjuntos abiertos (Teorema 10.2.10) asegura que g es una función continua. 
En conclusión, hemos demostrado el siguiente resultado. 


Teorema 10.2.18 (Inversa de una función continua en un intervalo). Sea f : I — R una función 


continua e inyectiva definida en un intervalo I C R. Entonces la función inversa g : FU) > I es 


continua. 
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La funcion logaritmica 


En la Sección 9.1.1 estudiamos la exponencial real de base a, esto es, la función fa : R > R>0 
definida por f(x) := a*, siendo a > 0 un número real fijo. Hemos visto que fa es una función con- 
tinua (Lema 9.1.14), monótona (Lema 9.1.11) y biyectiva (Ejercicio 9.1.15). Entonces el Teorema 
10.2.18 asegura que la función inversa ga : Ryo — R es una función continua, que denominamos 
la función logarítmica de base a y notamos como habitualmente por log,,. 

Las propiedades usuales de la función logarítmica de base a son una consecuencia inmediata de 
las correspondientes propiedades de la función exponencial de base a. 


Ejercicio 10.2.19. Sea a > 0. Demostrar las siguientes afirmaciones: 
1. log, (x- y) =10g,,(x) +10g, (y) para cada x,y > 0. 
2. log, (b*) = x log,(b) para cada b > 0 y cada x € R. 
3. log, es creciente para a > 1 y decreciente para a< 1. 


Así como las funciones exponenciales de base a > 1 crecen más rápidamente que cualquier 
función polinómica, el comportamiento de las funciones logarítmicas es exactamente el contrario: 
crecen más lentamente que cualquier función polinómica. 


Ejercicio 10.2.20 (“Las logarítmicas crecen más lentamente que las polinómicas”). 


1. Sea a > 0. Demostrar que, para cada k € N, lím,-,+0.x*/log,(x) = œ. (Sugerencia: usar 
cambios de variable y los resultados de comparación de exponenciales con polinómicas.) 


2. Concluir que si p € R{x] \ R, entonces im, i A = 


Las funciones trigonométricas inversas 


De la definición geométrica de las funciones seno y coseno (Sección 10.1.1) vemos que, si 
restringimos el dominio y codominio de las mismas, de la manera siguiente: 


sen: >] +[-1,1], cos: [0,7] > [-1,1], (10.13) 


T 
Foe 
entonces ambas funciones resultan continuas y biyectivas. Del resultado sobre la inversa de una 
función continua en un intervalo (Teorema 10.2.18) tenemos que las funciones inversas de seno 
y coseno, denominadas arco seno y arco coseno y notadas por arc sen y arccos respectivamente, 
están bien definidas y resultan continuas en el intervalo [—1, 1]. Más precisamente, las funciones 
inversas 


arcsen : [—1,1] > | arccos : [—1, 1] > [0,7] 


T 
a 2? 2 ) 
de las funciones seno y coseno, con el dominio y el codominio como en (10.13), resultan continuas 
y biyectivas. 


Ejercicio 10.2.21. Para cada k € Z, sean I, y J, los intervalos 


i [E ka, E + ka Jes [ka («+07 (10.14) 


2 2 
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Demostrar que, para cada k € Z, existen funciones continuas y biyectivas 


T T 
arc seng : [—1, 1] >| + kT, 


kr, arccos¿ : [—1,1] > [kxr, (k+ 1)7], 


que resultan las funciones inversas de 


sen|;, : | 5 kn, kr > [-1,1], cos|y : [k7,(k+1)7] > [1,1]. 


Cada una de las funciones arcsen; y arccos se denomina una rama de la función arco seno y 


arco coseno. 


Ejercicio 10.2.22 (Arco tangente y arco cotangente). En este ejercicio consideramos inversas de 


las funciones tangente y cotangente. 


1. Sea int(lp) := (—2/2,2/2) el interior del intervalo lo := |—/2,2/2]. Demostrar que la 
función tg lini(1)) : into) + R es continua y biyectiva. Concluir que la restricción de la 
función tangente a int(lp) posee una inversa continua arctg : R —> int(I). 


2. Más generalmente, si consideramos el interior int(I,) del intervalo I, de (10.14) para cada 
k € Z, demostrar que la restricción tg |;m1,) : int) > R de la función tangente resulta 
continua e inversible, y por lo tanto, existe la función inversa arctg, : R > int(J,) (la “rama” 


de arco tangente en int(1,)), que resulta continua. 


3. Si consideramos ahora el interior int(J,) del intervalo J, de (10.14) para cada k € Z, de- 
mostrar que la restricción cotg liny) : int(J,) > R de la función cotangente al intervalo 
abierto int(J;) resulta continua y biyectiva. Concluir que la correspondiente función inver- 
sa arccotg, : R > int(J¿) (la “rama” de arco cotangente en int(J,)) resulta continua. La 


función arccotgy se denomina la función arco cotangente y se nota por arccotg. 


Homeomorfismos 


Sean A,B CR dos conjuntos y f : A > B una función continua e inversible tal que su función 
inversa g : B> A es continua. En tal caso, f se denomina un homeomorfismo. Asimismo, los 
conjuntos A y B se denominan homeomorfos. 

Hasta ahora, hemos usado el adjetivo “topológico” para referirnos informalmente a propiedades 
que involucran la aplicación de una función continua a un conjunto. Más precisamente, decimos 
que una propiedad es topológica si se preserva por aplicación de homeomorfismos. En el 
siguiente ejercicio demostramos que la imagen por un homeomorfismo de un subconjunto abierto 
o cerrado de R es un subconjunto abierto o cerrado de R, y la imagen por un homeomorfismo 
de una sucesión convergente es una sucesión convergente. Así, la cualidad de ser un conjunto 
abierto o cerrado o una sucesión convergente son propiedades topológicas. 


Ejercicio 10.2.23. Sea f : A — B una función inversible. Demostrar que: 


1. f es un homeomorfismo si y solo si (f(an))nen es una sucesión convergente de B para cada 
sucesión convergente (an)nen de A y (f7! (bn))nen es una sucesión convergente de A para 


cada sucesión convergente (b)nen de B. 
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2. f es un homeomorfismo si y solo si f(U) es abierto en B para cada subconjunto abierto U 
de A y f~'(V) es abierto en A para cada subconjunto abierto V de B. 


3. f es un homeomorfismo si y solo si f(F) es cerrado en B para cada subconjunto cerrado F 


de A y f~\G) es cerrado en A para cada subconjunto cerrado G de B. 
(Sugerencia: usar la caracterización topológica de la continuidad (Teorema 10.2.1 1).) 
Otras propiedades topológicas son las de ser conexo y compacto. 
Ejercicio 10.2.24. Sea f : A — B un homeomorfismo. Demostrar que: 
1. f(U) C Bes un conjunto conexo si y solo si U C A es conexo. 
2. f(K) es un subconjunto compacto de B si y solo si K es un compacto en A. 


(Sugerencia: aplicar las versiones topológicas de los Teoremas de Bolzano (Teorema 8.1.8) y 
Weierstrass (Teorema 8.2.21).) 


Por el contrario, la propiedad de ser acotado no es una propiedad topológica. 


Ejercicio 10.2.25. Sea f : (0,1) > (1,+00) la función f(x) := 1/x. Demostrar que f es un ho- 


meomorfismo (entre un conjunto acotado y uno que no es acotado). 


10.3. Continuidad uniforme 


Sea A C R y f : A —>R una función que es continua en & € A. La caracterización de la con- 
tinuidad por límites “continuos” (Teorema 10.1.2) asegura que, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que 
|f (x) — f(a@)| < € siempre que x € A y lx— a] < 6. 

Sin embargo, es importante tener en cuenta que esta relación entre la “precisión deseada” e en 
la aproximación de f(a) y la “precisión necesaria” ô en la aproximación de œ depende del punto 
o. € A en consideración. En consecuencia, a fin de aproximar f (œ) es necesario tener información 
sobre el comportamiento de f en torno a @. 


Ejemplo 10.3.1. Sea f : R —> R la función f(x) := x? y supongamos que se trata de aproximar 
f(@) a partir de una aproximación x de a. Entonces 


f(0) — f(@)| = 2? — 0] = |x + alle a] ~ [2a] a] 


para x “cercano” a a. En consecuencia, si queremos aproximar f(0) con precisión e > 0, es 


necesario obtener una aproximación de œ del orden de e/2|0|, es decir, una aproximación que 


depende del valor q en consideración. 
Afortunadamente, si el dominio A de f es compacto esto no es así. 


Teorema 10.3.2. Sea A un subconjunto compacto de R y f : A — R continua. Entonces, para 
cada € > 0 existe 5 > 0 tal que | f(x) — F(y)| < € para cada x,y € A con |x— y| < 6. 
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Demostración. Supongamos que no es asi. Entonces existe € > O tal que para cada 6 > 0 existen 
X5,¥s € A que satisfacen las condiciones 


xs ~ yal <8 y |f(xs)—f(ys)| > €. 


En particular, para cada n € N existen ay, bn € A tales que 
|an — by < 1/n y |f(an) — f(bn)| ŽE: 


Por la compacidad de A tenemos que existe una subsucesión (dn, )ken de (an)nen que converge a 
a € A, tal que la subsucesión (by, )zen también converge a $ € A. La condición |an, — by, | < 1/ng 
implica œ = B. A su vez, la continuidad de f implica que (f(an,))ken y (f(bn,))ken convergen a 
f(œ). En consecuencia, existe ko € N tal que 


If (am) fla) < €/2 y |Flbm,) — f(@)| < €/2 


si k > ko. Por lo tanto, 
para k > kọ. Esto completa la demostración. 


F(an,) — f(bn,)| < € si k > ko, lo que contradice la elección de an, y bn, 


Una función f : A — R continua que satisface la propiedad del enunciado del Teorema 10.3.2 se 
denomina uniformemente continua. Así, el Teorema 10.3.2 asegura que una función continua 
definida sobre un conjunto compacto es uniformemente continua. 


Ejemplo 10.3.3. Consideramos nuevamente la función f : R — R, f(x) := x?. Afirmamos que f 
no es uniformemente continua. En efecto, dado $ > 0, consideramos el correspondiente “incre- 


mento” | f(x+6)— f(x)| para cada x € R. Observamos que 


Ife +8) — f(x) = [x+ 6)? — 2° | = [25x + 5", 


es decir, el incremento crece en forma lineal con x, lo cual nos da la pauta de que la función no 
puede ser uniformemente continua en R, ya que dicho incremento puede tomar valores arbitraria- 
mente altos si elegimos x € R suficientemente grande. Más precisamente, dado € > 0, afirmamos 
que no existe 6 > 0 de modo tal que |x — y| < 6 implique | f (x) — f(y)| < e. Dado que nos interesa 
el comportamiento del incremento | f(x) — f(y)| para valores “pequeños” de 6, podemos suponer 


sin pérdida de generalidad que 5 < 1, en cuyo caso, si x > 1, tenemos que 
|f(x+ 6) — f(x)| = 6|2x+ ô| > 8(2x— ô) > 8(2x— 1) > bx. 


En consecuencia, fijado 6 > 0, de la estimación precedente concluimos que existe x > 1 tal que 


|f(x+ 6) — f(x)| > e. Esto prueba que f no es uniformemente continua. 


Ejemplo 10.3.4. Analizamos si la función f : [a,b] + R, f(x) := e es uniformemente continua, 


siendo [a,b] un intervalo cerrado arbitrario. Sea € > 0 y x,y € [a,b]. Entonces 
SO- FO =le-e | = le? =1] see I]. 


Por la continuidad de f (Lema 9.1.14) tenemos que lim,-59 e" = 1, y por lo tanto, existe 6 > 0 tal 
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que si |r| < ô entonces |e” — 1| < £. En consecuencia, si |x—y| < 6, entonces 
fe) — FO)| < ele? — 1] < ee, 
lo que demuestra que f es uniformemente continua. 


Ejercicio 10.3.5. Sea f : A C R > R una función Lipschitz continua. Demostrar que f es unifor- 
memente continua. 


Ejercicio 10.3.6. Analizar si las siguientes funciones son uniformemente continuas. 


f:(01)>R, f(x) = g: [L,+00) > R, g(x) := yx. 


1 . 
+1” 
Ejercicio 10.3.7 (Continuidad uniforme en términos de sucesiones). Sea f: A C R —>R una 
función continua. Demostrar que f es uniformemente continua si y solo si para cada par de 


sucesiones (dn)nen y (bn)nen de A tales que líy;-+00 (dy — bn) = 0 resulta lim (£(an) — f(bn)) =0. 
n—700 


10.3.1. El módulo de continuidad 


Sea f : [a,b] — R una función continua. Dado que [a,b] es un conjunto compacto, f es unifor- 
memente continua (Teorema 10.3.2). Por lo tanto, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que, si x,y € [a,b] 
satisfacen la condición |x— y| < 6, entonces | f(x) — f(y)| < e. Esta relación entre los paráme- 
tros € y 6 es de suma importancia, dado que nos permite establecer cómo depende la “precisión 
deseable” de una aproximación f(x) de f(a) de la “calidad de la aproximación” x de a, indepen- 
dientemente del valor œ considerado. 

En esta sección nos proponemos estudiar cualitativamente la relación entre los parámetros 6 y 
e, o más precisamente, analizar de qué forma varía la cantidad 


o(f,0):= sup |f(x)—f(y)|, (10.15) 


[yy |<8 


en función de 6. Comenzamos observando que, dado que f es acotada (Teorema 8.2.9), el número 
w(f;0) está bien definido para cada ô > 0, y por lo tanto, (10.15) define una función w(f) : 
(0, +00) > R, que se denomina el módulo de continuidad de f. 


Ejemplo 10.3.8. Sea f : [0,1] — R la función f(x) :=x? y sea 0 < 8 < 1. Entonces 


sup |f(x)—f(y)|= sup _|x+yllx—y| = sup (2máx(x,y)—9)8 < (2— 8)6. 
y= y= -y|=8 


En consecuencia, 


o(f;6):= sup |f(x)—f(y)|=sup sup |f(x) — f(y)| < sup(2— y)y = (2-6) 6. 
|x—y|<6 <6 |x-yl=7 1<8 


Asimismo, si fijamos x:= 1 e y := 1—6, tenemos que 


@(f; 8) >1A(1)-f01-8)|=(2- 6)6. 
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Esto demuestra que @(f;6) = (2 — 8) para cada 6 < 1. Por otro lado, si 8 > 1 resulta @( f, ô) = 
1. En conclusión, la función O(f; 0) : [0, +00) — R está definida por: 


(2-5)5 si0<8<1, 
1 sió>1. 


o(f; ô) = 


Ejercicio 10.3.9. Sea f : [a,b] > R una función Lipschitz continua tal que | f(x) — f (y)| < L|x— y| 
para cada x,y € [a,b]. Demostrar que œ( f; 8) < L8 para cada 6 > 0. 


Ejercicio 10.3.10. Sea f : [a,b] > R una función continua. 


2 


1. Demostrar que o(f;5) = | a | f(x) — f(y)| para cada 6 > 0. 
x—y|S 


2. Demostrar que @(f) es continua en 0. 


3. Demostrar que 0(f) es una función creciente y acotada. (Sugerencia: observar que 0(f; b— 
a) = 0(f;0) para cada ô > b— a.) 


Más generalmente, el módulo de continuidad resulta una función continua. 


Lema 10.3.11. Sea f : [a,b] > R una función continua. Entonces @(f) : [0, +00) + R es una 


función continua. 


Demostración. Fijemos ô > 0 y supongamos que existe una sucesión (0,)nen que converge a 
dp de modo tal que (@(f;6,))nen no converge a @(f; 5p). Siendo w(f) acotada por el Ejerci- 
cio 10.3.10, la sucesión (0(f; 8,))nen es acotada. El Teorema de Bolzano—Weierstrass (Teorema 
8.2.5) asegura que existe una subsucesión convergente (w(f; 6n,))xen, que podemos suponer que 
no converge a @(f; ô). A fin de simplificar notaciones, vamos a suponer que (w(f; 9, )) nen con- 
verge a un valor distinto de w(f; do). 

Por el Ejercicio 10.3.10 sabemos que existen sucesiones (xn )neN € (Yn)nen tales que 


of; Ôn) = lf (%n) — f(Yn)| 


para cada n € N. Dado que (x»)nen es una sucesión del conjunto compacto [a,b], tenemos que 
existe una subsucesión convergente (xy, )ren. A su vez, dado que (yn, )ren es también una sucesión 
de [a,b], concluimos que existe una subsucesión convergente (Yn, )jen. Notamos por (x}) jen, 
(Y7) jen y (67) jen las sucesiones (Xing, ) jen, (Ying, )jen y (ôn) jen respectivamente, y notamos por 
x* e y* alos límites de (Xn) jen e (Yng,) jeN- Dado que (97) ¡en converge a ĉo, tenemos que |x* — 
y*| = Op. Por lo tanto, 


lim 0(/:8)) = kim IFE) -FO = 1100) -S0)< 0(4:8). (10.16) 


Por otro lado, si @(f;60) = |f (xo) — f(yo)|, podemos elegir sucesiones (Xj) jen e (Vj) jen que 
convergen a xy e yo respectivamente, tales que | f(x;) — £(;)| < 67. Así, 


(f; 60) =|f(x0) — f(vo)| = Lía IAE) FOI S aal 9;). (10.17) 
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Dado que lim,+..@(f;5n) = limj.. @(f;67), combinando (10.16) y (10.17) concluimos que 
lim, 30 0(f; n) = @(f; ô), lo que contradice la hipótesis sobre (@(f;5,))nen- 


Ejercicio 10.3.12. Sea f : [a,b] > R una función continua. 
1. Demostrar que sup{@(f;5) :0 < 6 < b—a} = sup{@(f;d) :0< ô}. 


2. Demostrar que sup{@(f;6) :0 < ô} = max{a@(f;5) : 0 < 8). Este máximo, que notamos 
por @(f,|a,b]), se denomina la oscilación de f en [a,b]. 


3. Demostrar que @(f) es uniformemente continua. 


El módulo de continuidad y la oscilación nos permiten “medir” cuánto varia una función uni- 
formemente continua, y en tal sentido, los errores que aparecen cuando se trata de operar con 
funciones continuas, por ejemplo, a efectos de integrarlas (ver la caracterización de la integral 
definida de la Sección 14.1.2), se expresan en términos de dichas cantidades. 
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diferenciabilidad 


Retomando una vez más la resolución de la ecuación x? = 2, recordamos que en la Sección 
2.2 hemos discutido el método de Newton para aproximar la solución positiva de dicha ecuación. 
Como hemos dicho, el método de Newton se basa en una estrategia de “linealización”: dado 
que es fácil hallar ceros de funciones lineales, reemplazamos la función en consideración, en 
este caso la función f : R > R, f(x) := x? — 2, por una función lineal adecuada. Por supuesto, 
esta estrategia nos plantea un problema: el de determinar dicha función lineal. Éste es el objetivo 
central del presente capítulo. 

Planteamos la cuestión en términos generales. Supongamos que tenemos una función continua 
f: (a,b) + Ry un punto & € (a,b) de modo tal que conocemos efectivamente el valor de f(a). 
Se trata entonces de determinar una función lineal que aproxima “bien” a f para valores de (a,b) 
“cercanos” a @. 

Una primera observación que podemos hacer es que, dado que conocemos el valor que toma 
f en œ, una condición natural que debería satisfacer una función lineal £ que aproxima bien a f 
cerca de a es que £ tome el mismo valor que f en a, esto es, f(a). Así, las funciones lineales 
£: R > R que vamos a considerar son de la forma 


L(x) := f(a) +m(x— a), (11.1) 


donde m € R es una constante a determinar. Por supuesto, dependiendo de la constante m, la 
aproximación correspondiente puede ser bastante mala en cuanto el valor x se “aleja” de œ, como 
se ilustra en la Figura 11.1. Intuitivamente, la aproximación £ de f resultará mejor cuando el 
grafico de £ resulte “tangente” al de f en x = œ, en tanto que resultará peor cuando el gráfico de £ 
corte al de f de manera “transversal”. 


11.1. La noción de diferenciabilidad 


Analizamos con cuidado lo que estamos diciendo. Supongamos que x es un punto de (a,b) 
“cercano” a & y L: R —> R es una aproximación de f del tipo de las de (11.1). Tenemos entonces 
que 

F(x) =t) = F(x) — f(a) — m(x— a). (11.2) 
En consecuencia, se trata de hallar m de forma tal que el término de la derecha en (11.2) resulte lo 


más chico posible en valor absoluto para valores de x cercanos a @. 


Ejemplo 11.1.1. Supongamos que la función en consideración es f : R —> R, f(x) := x? —2, que 
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Fa) 


y= f(x) 


Figura 11.1.: El gráfico y = f(x) de una función f comparado con el de tres funciones lineales del 
tipo de (11.1). 


analizamos en un entorno de 0. := 3/2. Dado que solo nos interesan los valores de x cercanos a 


a, podemos expresar estos valores en la forma 
x=0+Ax:=3/2+Ax, 
donde Ax := x — 3/2. Así, tenemos que 


fœ) =t) = f(3/2+4x)- f(3/2) — m(x— 3/2) 
(3/2 + Ax)? —9/4—mAx 
= 3Ax+ (Ax)? —mAx = (3 — m)Ax + (Ax)?. 


Para valores de x cercanos a 3/2 tenemos que Ax está cerca de 0, y por lo tanto, (Ax)? es “mucho 
menor” que Ax. En consecuencia, el mejor valor posible para la constante m es m = 3, dado que 
en tal caso f(x) —L(x) = (Ax). 


Teniendo en cuenta el ejemplo precedente, nos preguntamos, dada una función f y un número 
real œ en el dominio de f, cuál es el mejor valor posible para la constante m en (11.1) si el 
intervalo en torno a & en que la consideramos se “achica”. Para esto, observamos que se trata de 
hallar m en (11.1) de forma tal que la expresión 


f(x) — f(a) — m(x— @)| 


sea lo más chica posible “cerca” de œ. Dado que consideramos la situación “cerca” de œ, estamos 
hablando de lo que ocurre cuando x tiende a œ. Asimismo, si 


f(x) — f(@) —m(x— a) =e(x- a), 


entonces m + € es una mejor constante que m en (11.1), y por lo tanto, m no es la constante óptima 
que estamos buscando. En consecuencia, si m es la constante óptima en (11.1), la expresión 
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| f(x) — f(@) — m(x— 0.)| debe ser significativamente menor que cualquier expresión del tipo 
€|x — a| para x suficientemente cerca de œ. Más precisamente, para cada € > 0 debe existir 6 > 0 
de modo que se satisfaga la desigualdad 


If) fla) —m(x— a)| < elx- a| 


para cada x tal que |x— œ| < 6. Si no consideramos el caso x = a, tenemos entonces que para cada 
€ > 0 debe existir 6 > 0 tal que 


f(x) — f(a) — m(x— @)| 


<E 
e ox 7 


para cada x con 0 < |x — @| < 6. Esto nos conduce a la siguiente definición. 


Definición 11.1.2 (Diferenciabilidad). Sea f : (a,b) —> R una función y a € (a,b). Diremos que 
f es diferenciable en QU si existe m € R tal que 


im Oma) _ 


x>0u x— a 


Si f es diferenciable en cada a € (a,b), diremos que f es diferenciable (a secas). 


Ejemplo 11.1.3. Consideremos la función f : R — R, f(x) := xX +x— 3 en & := 2. Queremos 
aproximar la diferencia f(x) — f (2) por una función lineal adecuada para x cercano a 2. Dado 
que x está “cerca” de 2, podemos expresarlo en la forma x = 2 + ô, siendo 6 “pequeño” en valor 


absoluto. Así, 


f(2+6) —f(2) = (2+8) + (2+8) -3-7 = 136 + 687 + 8°. 


Teniendo en cuenta que 6 es “pequeño” en valor absoluto concluimos que los términos 68? y 5° 
son “mucho menores” que 136, y por lo tanto, la diferencia f(2+6) — f(2) se aproxima bien por 


136, que es, de hecho, una función lineal en 6. Más precisamente, 


2+0)- f(2)- 136 
pre) =65+5% 50. 
ô 6-0 
Dado que x = 2+ 6, si reemplazamos 6 por x —2 en la expresión anterior concluimos que f(x) — 


f(2) se aproxima “bien” por la función lineal 13(x — 2), es decir, 


im|£@)-f2)-13@-2)| _ 9 


x2 x-2 


Ejercicio 11.1.4. Sea f:R=>R, f(x) := x. 


1) =£(2)=6(:2)| 
2] 


1. Probar que lím |f (x)—f(2)—6(x—2)| = 0, pero lim #0. 
x—>2 x>2 


2. Demostrar que | f (x) — f (2) - 4(x—2)| = |x — 21°. 


3. Meditar sobre la frase “el mejor valor posible para la constante m”. 
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Ejercicio 11.1.5. Sea f : R > R una función lineal. Demostrar que f es diferenciable. 


Ejercicio 11.1.6. Sea a>0 y f : (—a,a) > R una función continua que satisface la condición 
limo f (x)/x° = —1. Mostrar que f es diferenciable en x =0. 


Una observación importante es que, si tal constante m existe, entonces está univocamente de- 
terminada por f y a. 


Lema 11.1.7. Sea f : (a,b) > R una función y sea a € (a,b). Si mı,m €E R satisfacen la condi- 


ción 


sim [LEI F(@) — mile a) | _ 


x>0u x— Q 


0 


para i = 1,2, entonces mı = ma. 


Demostración. A fin de demostrar que mı = m2, vamos a ver que |m; — m2| < € para cada e > 0. 

La idea es simple: dado que las funciones lineales g; : R > R, gi(x) := f(a) +m¡(x- æ) (i= 1,2) 

aproximan bien al gráfico de f cerca de œ, ambas tienen que resultar “cercanas” entre sí, y por lo 

tanto, dado que coinciden en x = @, sus pendientes, mı y mz, deben resultar cercanas entre si. 
Vamos a precisar este argumento. Dado e > 0, sea 6 > 0 tal que 


| f(x) — f(a) — m(x- @)| 


a] 


<E 


para i = 1,2 y O < |x— | < 8. Observamos que la diferencia entre gı (x) y g2(x) tiende a O más 
rápidamente que |x — œ| cuando x tiende a a, es decir, para 0 < |x — a| < 6 tenemos 


810) ~ 820) - lei) ~ FO)! , L£6) — 8260)! 


|x- a| 4 |x — a| |x- al 


< 2e. 


Ahora bien, el cociente |g; (x) — g2 (x)| /|x— @| es precisamente la diferencia de las pendientes mı 


y m, ya que 
lgi (0) — g2 00) | Z |m (x — æ) — m(x — a)| Smaad. 
|x- al |x- al 


En consecuencia, resulta |m; — m2| < 2€ para cada e > 0. Dado que la diferencia |m; — m| no 


depende de £, podemos hacer tender e a 0 y concluir que |m; — m| = 0. 


Dado que la constante m en la definición de diferenciabilidad (Definición 11.1.2) está unívoca- 
mente determinada por f y œ, vamos a referirnos a m con una notación que hace referencia a la 
función f y el elemento @ en consideración: notamos a m por f'(0). 


11.1.1. Derivabilidad 


Esta noción de diferenciabilidad de una función f : (a,b) > Ren & € (a,b), es decir, la exis- 
tencia de una función lineal que aproxima bien a f en torno a & tiene sin embargo un incon- 
veniente: no es “operativa”. A fin de obtener una definición más operativa, observamos que, para 
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cada x € (a,b) distinto de a, tenemos que 


fx)=f(@)—ma—a) _ f(x) fla) 


x— Q x— Q 


En consecuencia, 


=0 si y solo si m E 
x>0u x— Q 


im £0) = F(@) = m(x~ a) 


x>0 x-a 


Esta identidad nos provee una caracterización “más operativa” de la diferenciabilidad, como enun- 
ciamos en el siguiente resultado. 


Teorema 11.1.8 (Derivabilidad). Sea f : (a,b) —> R y a € (a,b). Entonces f es diferenciable en 
a si y solo si existe 


lím PEO) (11.3) 


x>0u x— a 


Mas aún, en este caso tenemos que dicho limite coincide con f' (œ). 


Si el límite (11.3) existe para una función f : (a,b) + R y @ € (a,b), diremos como habitual- 
mente que f es derivable en a. En estos términos, el Teorema 11.1.8 asegura que la derivabilidad 
y la diferenciabilidad son conceptos equivalentes en funciones de una variable (no ocurre lo 
mismo con funciones de varias variables). 


Ejemplo 11.1.9 (Derivada de la función exponencial). Sea f : R — R la función exponencial 
f(x) := e*. Afirmamos que f es derivable en a para cada & € R. 
Comenzamos estudiando la derivada de f en x = 0, es decir, se trata de determinar si existe el 


límite lím:0(e* — 1)/x. Afirmamos que 


tenemos que 


AE 


Como (n < l para2 < k <n, vemos que, si x > 0, entonces 


1 xy” 2 n 1 
1< (14 ) 1) <1l+xtxe+---+x"< : 
Xx n l=x 


Si tomamos límite en las desigualdades anterior cuando n tiende a œ, concluimos que 


1 1 
1 < —(e*—1) < ——. 11.4 
=a | pee ( ) 
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Por otro lado, dividiendo cada término de (11.4) por e* deducimos fácilmente las siguientes de- 
sigualdades, válidas para cada x < 0: 


x 


1 
e*<—(e*-1)< Ê (11.5) 
X 


~ 14x" 
De (11.4) y (11.5) concluimos que lim,_+9 L(0* — 1) = 1, es decir, que f es derivable en x =Q y su 
derivada es f'(0) =1. 


Más generalmente, para x= &, tenemos que 


: ex —e% J x-4 | 
lím = lime”. =e 
x>0 x—Q xX x—-Q 


Así, vemos que f'(&) =e* para cada & € R. 


Ejercicio 11.1.10. Saaa>Oy f : R > R, f(x) := a”. Demostrar que f es derivable en cada 
a € R y f'(a) =a“ In(a). (Sugerencia: utilizar la identidad a* = e* 19) ) 


Ejemplo 11.1.11 (Derivada de la función seno). El siguiente ejemplo es la función f : R —> R, 
f(x) := senx. 
Comenzamos analizando la derivabilidad de f en x =Q, esto es, la existencia de lim,_,y senx/x. 


Supongamos que x € (0, 7/2). Entonces, de acuerdo con la Figura 11.2, tenemos las estimaciones: 


senx < x < tgx. (11.6) 


senx| x\jtgx 


Figura 11.2.: Una demostración gráfica de (11.6) para 0 < x < 7/2. 


Si dividimos los tres términos de las desigualdades precedentes por senx e invertimos los tér- 


minos resultantes, vemos que 
senx 
cosx < — <1. 
x 


En consecuencia, teniendo en cuenta que |cosx —cosy| < |x— y| para x,y € [0, 2/2] (ver (10.9)), 
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concluimos que 
SM 115 |cosx— 1) < xl. (11.7) 
Por otro lado, si x € (—1/2,0), entonces sen(—x) /(—x) = senx/x (debido a la imparidad de la 
función seno) y cos(—x) = cosx, y por lo tanto (11.7) también se satisface en este caso. De (11.7) 
deducimos fácilmente que 
MT (11.8) 


x>0 x 


Estudiamos ahora la derivada de f en A € R, es decir, se trata de estudiar el límite 


__ senx—sena . sen(a@+Ax) — sen & 
lím = lím : 
xa x—-0 Ax0 Ax 


De acuerdo con la formula para el seno de la suma (10.3), tenemos que 


, sen(Ax+ a) —sena@ ,.. senAx cos Œ + cos Ax sen & — sen QA 
lim = lim 
Ax0 Ax Ax-0 Ax 
k je : yy PSA (11.9) 
= lim [| cos + sen : i 
Ax>0 Ax Ax 


De (11.8) concluimos que el primer sumando en el último miembro de las identidades precedentes 


tiende a cos & cuando Ax tiende a 0. Asimismo, dado que, para Ax # kt, 


cos? Ax— 1 + — sen? Ax 


cosAx—1= = ; 
cos Ax + 1 cosAx+ 1 
concluimos que 
Ax—1 —sen? Ax —senAx Ax 
A | eee ee: (11.10) 
Ar>0 Ax Ax>0 Ax(cosAx+1)  Ar>0cosAxr+1 Arco Ax 


En consecuencia, combinando (11.9) y (11.10) deducimos que 


sen(Ax + a) — sen a 
(oy = Ti = COS 0%. 
A eee ea 


Ejercicio 11.1.12. Demostrar que la función f : R > R, f(x) := cosx es derivable en cadaa € R 
y f'(0) =—sen(a). 


Ejercicio 11.1.13 (Continuación del Ejercicio 11.1.6). Sea a > 0 y f : (—a,a) > R una función 


continua que satisface la condición lím f(x) /x* = —1. Determinar f'(0). 
x 


Ejercicio 11.1.14. Sea f : (a,b) — R una función derivable en a € (a,b). Probar que 


— im Cth) 


f'(a) = lim 57 (11.11) 


Exhibir un ejemplo que muestre que la existencia de f'(œ) es necesaria para poder concluir la 
validez de la identidad (11.11). 
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Ejercicio 11.1.15 (Derivabilidad por sucesiones). Sea f : (a,b) — R una función derivable en un 
punto 0. € (a,b) y sean (an)nen y (Dn)nen dos sucesiones de (a,b) que convergen a Q tales que 
An < A < bn para cada n € N. 


1. Demostrar que 


f(bn) — flan) _ bn = SL (bn) = fa) i (1 A 


by — An E bn— an by — a Dn — an an Q 


2. Sean (Cn)nen y (dn)nen sucesiones de R que convergen a a ER, y (An)nen una sucesión de 
R tal que 0 < A, < 1 para cada n € N. Demostrar que la sucesión (AnCn + (1 — An)dn)nen 


converge a Q. 


F (bn) — flan) 


n — An 


= f'(a). 


3. Demostrar que lím 
n—00 


11.1.2. Diferenciabilidad y continuidad 


Un caso en el que el incremento de una función continua se “controla” de forma lineal es el de 
una función Lispchitz continua de constante L, esto es, una función f tal que 


If) —fO)| < Llx— y] (11.12) 


para puntos x e y arbitrarios del dominio de f. Si una función diferenciable se aproxima “bien” lo- 
calmente por una función lineal, entonces es de esperar que resulte localmente Lipschitz continua. 
El siguiente resultado explica en qué sentido esto es así. 


Lema 11.1.16 (Continuidad Lipschitz local). Sea f : (a,b) + R diferenciable en a € (a,b). Si 
L>|f'(a) 


, entonces existe 6 > 0 tal que, para |x — Q| < Ó, resulta 
|[f()—f(a)| < Llx— al. 


Demostración. Dado que L > |f' (œ) 
tal que 


, existe € > 0 tal que L > |f'(0)|+e€. A su vez, existe ô > 0 


If (x) — f(a) — f'(a)(x— a)| < elx- a| 


si |x — a| < 6. En consecuencia, 


F(x) — f(a) < IF alx- a] + €|x— a] < Llx— al 


para |x — oc] < 6. Esto concluye la demostración. 


Es fácil ver la optimalidad de | f’(@)|: si f : R— R es la función f(x) := mx, entonces f’(a) = 
m para cada & € R y 
F(x) — f(@)| = |m] |x- al, (11.13) 


lo que demuestra que no es posible elegir constantes L menores que |f'(0)| para estimar la dife- 


rencia | f(x) — f(a) 


el Lema 11.1.16 es “óptimo”. 


en términos de |x— @| en (11.13), y por lo tanto, muestra que L > |f’(a)| en 
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Una consecuencia inmediata de este resultado es que una función diferenciable es localmente 
continua. 


Corolario 11.1.17. Sea f : (a,b) > Ry a € (a,b) tal que f es diferenciable en a. Entonces f es 


continua en æ. 


Demostración. Sea € > 0. Por la continuidad Lipschitz de f existen L > 0 y 6 > 0 tales que 
| f(x) — f(a@)| < Elx— a| si |x— a| < 6. Entonces, eligiendo 6 < e/L, resulta | f(x) — f(@)| < € 
para |x — œ| < 6, como queríamos demostrar. 


11.2. Reglas de derivación 


Hemos dicho que la caracterización de la diferenciación mediante la derivada es más “operati- 
va”. El objetivo de esta sección es exhibir algunos resultados que permiten “operar” con derivadas. 
Comenzamos con el comportamiento de la derivación en presencia de operaciones aritméticas. 


Proposición 11.2.1 (Operaciones aritméticas con funciones derivables). Sean f,g : (a,b) > R 
funciones diferenciables en a € (a,b). Entonces: 


1. f+g8 es diferenciable en a y (f +g)'(a) = f'(a) +8 (0); 
2. f-g es diferenciable en a y (f -g) (œ) = f’(a@)- g(a) + f(a)-g'(a); 
3. si g(a) £0, entonces f/g es diferenciable en a y 


(£) TA f'(a) -g(a)- f(a): g (a) 


g g(a)? 


Demostración. La primera afirmación es una consecuencia inmediata de las propiedades aritmé- 
ticas de los límites continuos (Ejercicio 10.1.12). En cuanto a la segunda afirmación, vemos que 


Ff (x)g(x) — F(@)8(@) Ff (x)g(x) — fias) + F(@) a(x) — f(a)g(@) 


lim lim 
x>0 x—Q XM x— Q 
af „ fa- fa) _8(x)-8(a) 
a OA a 


= f'(œ)-g(a)+f(a):g'(a). 


Por último, para demostrar la tercera afirmación bastará ver que 1/g es diferenciable en & 
y (1/2) (œ) = —g'(a)/g(a)*, y combinar esta identidad con la segunda afirmación. Para esto, 
tenemos que 


im Vel) =1/8(0) _,, 1 sg0)-e)___ y 
a A a ape E 


Esto completa la demostración. 
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Dado que la función identidad f : R > R, f(x) = x, es derivable (Ejercicio 11.1.5), de la pro- 
posición precedente concluimos que las funciones polinomiales son derivables, y las funciones 
racionales son derivables en cualquier punto de su dominio. 


Ejercicio 11.2.2. Demostrar que las funciones trigonométricas tangente, cotangente, secante y 


cosecante son derivables en cada punto de sus dominios. Demostrar que 


1 _ = / = -1 = 
(tg) (a) = cos? (œ) ~~ 1+tg*(a), (cotg) (a) sen? (œ) = 1 cotg’ (a), 
ra sen(a) _ mon cos(a) A 
(sec) (œ) = Cy sec() tg(@), (cosec) (a) = Sena). =—cosec() cotg(a). 


11.2.1. Derivada de una composición de funciones 


Nuestro siguiente resultado tiene que ver con una situación sumamente frecuente en la práctica: 
la derivación en presencia de composición de funciones. La idea es simple: dadas dos funciones 
diferenciables f : (a,b) > R y g: (c,d) — R tales que la composición go f : (a,b) — R está bien 
definida, si consideramos el cociente incremental de go f en œ € (a,b), tenemos que 


gof) 80910) _ elf) -8(@) _ ¿LND FOF) ag 


xQ x-a f(x) — f(a) x-a 


siempre que f(x) 4 f(a). Así, si f(x) 4 f(@) para cada x con O < |x— æ| < 5, podemos demostrar 
que el cociente incremental de go f en x = æ tiende a g/(f(@))f’(a@), dado que, mediante el 
cambio de variables y = f(x) (Lema 10.1.31), deducimos que 

ím SACD EU) _ yy E) _ y 


g (£(0)) y lím 


ssa fl- fla)  y> fa) y— fla) au =f (æ). 


f(x) = f(a) 
x-a 


Supongamos que existe 6 > 0 tal que f(x) 4 f(a) para cada x € (æ — ,&œ + ô) con x # Q. 
Entonces, tomando límite en ambos miembros de (11.14) cuando x tiende a œ, concluimos que 
tí SEO- 5, fa- gof(x)-gof(@) 


ma f@—f(@ a xa = gi (f(o))f (0) = lim SE 


Sin embargo, es posible que, para cada 6 > 0, existaxs € (œ — ô, œ + ô) tal que f(xs) = f (4), en 
cuyo caso la identidad (11.14) deja de ser valida y no podemos aplicar el argumento anterior. En 
tal caso, afirmamos que f’(@) = 0. En efecto, sea xy := x1 /n para cada n € N. Entonces la sucesión 
(Xn)nen converge a O y f(x,) = f(a) para cada n € N. En consecuencia, dado que existe el límite 
del cociente incremental de f en & y es igual a f’(q), la caracterización de los límites continuos 
mediante sucesiones (Lema 10.1.14) asegura que 


Mo) = tim LOAD _ im SO) F(0) 
f (œ) = lim = lim a 


x>0 x— Q n— o Xn — 


=0. 


= lim 
n> Xy — Q 
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Estudiamos ahora la existencia del límite del cociente incremental de go f en @ en este caso. 
Tenemos que 


sost) gora) _ | ADIDAS iso) fla), 


ae 0 si f(x) = f(a). 


Dado que lim (f(x) — f(a@))/(x— æ) = 0, si mostramos que la fracción 
x>0% 


(F(x) —8(f(@)) 
f(x) — f(a) 


está acotada en un entorno de & para los valores de x tales que f(x) 4 f(a), entonces podremos 


(11.15) 


concluir que (go f)'(@) = 0. Así, teniendo en cuenta que 


8 (f(a) f(a) =g (f(0))-0=0, 


resultará el teorema cierto en este caso. 

A fin de ver que (11.15) está acotada en un entorno de @ para los valores de x tales que f(x) 4 
f(a), observamos que, dado que g es diferenciable en f(a), entonces es localmente Lipschitz 
continua (Lema 11.1.16), es decir, existen L > 0 y 6; > 0 tales que 


80) -F| y 
ly—f(a@)| 7 
para 0 < |y— f(&œ)| < ô. A su vez, por la continuidad de f en @ tenemos que existe 6) > 0 tal 
que | f(x) — f(a@)| < ô si |x— | < dy. En consecuencia, si O < |x—a| < & y f(x) f(a), el 
valor absoluto de la fracción de (11.15) resulta acotado por L. En definitiva, hemos demostrado el 
siguiente resultado. 


Teorema 11.2.3 (Regla de la cadena). Sean f : (a,b) —> R y g : (c,d) — R dos funciones continuas 
tales que f((a,b)) C (c,d). Supongamos que f es diferenciable en a € (a,b) y g es diferenciable 
en f(0). Entonces go f es diferenciable en a y 


(gof)'(a) =8'(f(@))-f'(@). 


Ejemplo 11.2.4. Seah: R\ {0} > R la función h(x) := e71/%. Afirmamos que h es diferenciable 
en cada 0 € R\ {0} y 


h'(a)= ha), 


En efecto, sig: R —> R y f : R\ {0} > R son las funciones g(x) :=e* y f(x) :=-—1/x? ya £0, 
entonces f es diferenciable en a y g es diferenciable en f(a) =—1/0?. En consecuencia, dado 


que h= go f, de la regla de la cadena concluimos que 


2 2 2 2 
h'(a) = g'(f(a))-f'(a) = aa = ao = Aa), 
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como habíamos afirmado. 
Por otro lado, si extendemos el dominio de h definiendo h(0) := 0, cabe preguntarse si h es 


diferenciable en x = 0. En tal caso, tenemos que 


= -1/2 
O A i SG 
x>0 x—0 x0 x y> ey 


ya que “las exponenciales crecen más rápido que las polinómicas” (Ejercicio 10.1.29). Conclui- 
mos entonces que h es diferenciable y h'(0) = 0, a pesar de que la función f no es diferenciable 
en x = 0. 


Ejercicio 11.2.5 (Una recíproca parcial de la regla de la cadena). Sean f : (a,b) > Ry g: (c,d) > 
R dos funciones continuas tales que f((a,b)) C (c,d). Supongamos que go f es diferenciable en 
a € (a,b), g es diferenciable en f(a) y g'(f(a)) 4 0. Demostrar que f es diferenciable en a y 
(go f)'(a@) = g'(f(a))- f'(0). (Sugerencia: suponer que existe 5 > 0 tal que go f(x) 4 go f(a) 
para cada x € (œ — ô, œ + ô) \ {a} y despejar el cociente incremental de f en @ de (11.14). En 
caso de que no exista tal 6, argumentar como en la demostración de la Regla de la cadena.) 


11.2.2. Derivada de la función inversa 


Concluimos el presente capítulo caracterizando cuándo la función inversa de una función dife- 
renciable es diferenciable y, en tal caso, exhibiendo una expresión de su derivada. 


Corolario 11.2.6 (Teorema de la función inversa). Sea f : (a,b) > (c,d) una función biyectiva y 
sea g : (c,d) > (a,b) su inversa. Supongamos que f es diferenciable en un punto a € (a,b) y g 
es continua en B := f(t). Entonces g es diferenciable en B si y solo si f'(a) 4 0, y en tal caso 


8 (B)=1/f'(0). 


Demostración. Supongamos en primer lugar que f'(@) 4 0. Como g es continua en $, tenemos 
que im g(y) = 8(P). Además, g(y) # g(B) si y € (c,d) \ {B}. Por lo tanto, 
y> 


g0)-8(B) _ n _ 20)-a = im ( LEOYAD) 1 


He y-B TRON- AA NO A = Fay 


donde la última identidad se demuestra utilizando un cambio de variables conveniente. 

Recíprocamente, si g es diferenciable en $, entonces, dado que go f = ida p), de la Regla de 
la cadena (Teorema 11.2.3) concluimos que g'(B)f'(0) = 1, de donde se deduce que f'(œ) 4 0. 
Esto concluye la demostración. 


Ejemplo 11.2.7. Sea f : (—1,1) > (21,1), f(x) =X. Es claro que f es inversible y diferenciable, 
estando la función inversa f~' : (1,1) > (—1,1) definida por f~! (x) = Yx. Si a € (—1,0) U 
(0,1), tenemos que f'(a@) = 3a? 4 0, por lo que el Teorema de la función inversa (Corolario 


11.2.6) nos asegura que f—' es diferenciable en f(a) y 


(MA) o) = (F!) (08) = pi 
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En consecuencia, resulta (F) (a) = (1/3)0?/P para cada a € (0,1). Por otro lado, el Teorema 
de la función inversa nos asegura que fT! no es diferenciable en a =0. 


Ejercicio 11.2.8. Probar que 1n : (0, +00) — R es derivable y \n'(x) = 1/x. Más generalmente, 
dado a > 0, probar que log, : (0, +00) + R es derivable y log! (x) =x" log, e. 


Ejercicio 11.2.9. Sea r € R. Demostrar que la función f : (0, +00) > R, f(x) := x" es derivable 
y f'(x) =rx""!. (Sugerencia: utilizar la identidad x” = e” "© ) 


Ejercicio 11.2.10. Demostrar que arctg : R —> (—1/2,2/2) y arccotg : R > (0,2) son derivables 
en cada x ER, siendo arc tg’ (x) = 1/(1 +x’) y arccotg' (x) = —1/(1 +x?). 


Ejercicio 11.2.11. Probar que arcsen : (—1,1) > (—2/2,2/2) y arccos : (—1,1) > (0,2) son 
derivables, siendo arcsen! (x) = 1/v 1 — x? y arccos’(x) = —1/V1—x?. 


251 


12. Estimaciones para funciones 
diferenciables 


Como hemos dicho a lo largo de este texto, los problemas modelo que estamos abordando de- 
ben frecuentemente ser resueltos en forma aproximada. Así, una cuestión fundamental es la de 
estimar los errores que cometemos en tales aproximaciones. La noción de diferenciabilidad nos 
provee herramientas para obtener estimaciones. El presente capítulo está consagrado a discutir 
dos resultados fundamentales en este sentido: el Teorema del valor medio, que permite estimar el 
incremento de una función diferenciable en términos de la derivada de la misma, y el Teorema 
de Taylor, que nos provee estimaciones sobre el error que cometemos al aproximar una función n 
veces diferenciable por el polinomio de grado a lo sumo n que mejor la aproxima, en un sentido 
a determinar. Estos resultados van a ser esenciales para el capítulo siguiente, en el cual vamos 
retomar nuestros problemas modelo, cuando éstos están definidos por medio de funciones diferen- 
ciables 


12.1. Estimaciones globales: Teorema del valor medio 


Hemos visto que la diferenciabilidad de una función f : [a,b] > R en un punto @ € (a,b) 
implica que f satisface la siguiente condición de continuidad Lipschitz “local” (Lema 11.1.16): 
dado L > |f’ (œ)|, existe 6 > 0 tal que si |x — a| < 6, entonces 


f(x) — F(@)| < Lx- al. 


El principal resultado de esta sección asegura que, si |f’(x)| < L para cada x € (a,b), entonces 
tenemos la estimación de Lipschitz global 


lf) —f0)| < Llx— y] 


para cada x,y € [a,b]. Mas atin, el resultado que vamos a demostrar, denominado habitualmente 
el “Teorema de Cauchy”, es más general, en el sentido de que afirma que, si | f’(x)| < g'(x) para 
cada x € (a,b), entonces 


Fæ- folga- ego) 


para cada x,y € [a,b]. El caso anterior se obtiene cuando g(x) = Lx. 


En su formulación usual, el Teorema del valor medio es un resultado existencial: si f : [a,b] — R 
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es una función continua que es derivable en (a,b), existe c € (a,b) tal que 


po LO, 
b=a 

Así, el propio enunciado del resultado sugiere que la existencia del punto c en sí tiene importancia. 
Esta idea se refuerza aún más cuando la demostración del Teorema del valor medio se deduce 
a partir del Teorema de Rolle (Teorema 0.3.4): si f[a,b] + R es una función continua que es 
derivable en (a,b) y f(a) = f(b), entonces existe c € (a,b) tal que f’(c) = 0. La demostración del 
Teorema de Rolle se basa esencialmente en la observación de que la función f en consideración 
alcanza un máximo o un mínimo local c en (a,b), en cuyo caso resulta f’(c) = 0. En este caso, 
la existencia del punto c es interesante en sí, dado que f alcanza un extremo en c. A su vez, la 
existencia de ceros de la derivada es también de importancia, con varias aplicaciones de interés. 

En contraposición a esto, el punto c cuya existencia postula el enunciado del Teorema del valor 
medio es de poco interés en sí. De hecho, los primeros enunciados del Teorema del valor medio, 
debidos a Lagrange y Cauchy, no tienen esta forma existencial, sino la forma de una estimación 
(ver [Fle74] en relación con el desarrollo histórico del Teorema del valor medio). Asimismo, las 
aplicaciones más importantes requieren el resultado en la forma de una estimación o usan típi- 
camente la versión existencial del Teorema del valor medio a fin de obtener estimaciones. Por 
último, debería ser claro que se trata de un resultado sobre el comportamiento del promedio. 
Para reforzar esto, vamos a dar una demostración del mismo que se basa en argumentos sobre 
“promedios”, a fin de recuperar el sentido original del enunciado (sobre el interés de este tipo de 
demostraciones, cabe mencionar [AD63]). 


12.1.1. La “conservación” del promedio 


La idea es la siguiente: sean f, g : [a,b] — R funciones continuas que son derivables en (a,b), 
y supongamos que g es estrictamente creciente de [a,b]. La base de la demostración del teorema 
consiste en probar que el promedio “ponderado” 


f(b) — fla) 
g(b) — g(a) 


se alcanza en un intervalo de longitud más chica, digamos (b — a) /3. Para esto, dividimos el inter- 


(12.1) 


valo [a,b] en tres intervalos de la misma longitud, [a,b] = [ao, ai] U [a1, a2] U az, a3], y observamos 
que 


f(b) = fla) _ (Flas) — fla) + (faz) — Far) + (far) — Fao) (12.2) 


g(b)—g(a)  (g(a3)—g(a2)) + (g(a2) — g(a1)) + (g(a1) — g(a0)) ` 


A fin de establecer una relación entre (12.1) y los correspondientes promedios ponderados en los 


intervalos [a;_¡,a;] (i = 1,2,3), tenemos el siguiente resultado. 


Lema 12.1.1. Sean Q%,,..., 0, números reales y B,,..., By, números reales positivos. Entonces 
Qi Q a +a, Qi 
min = < T < máx >, 
1<i<n B; Bi one Bn 1<i<n Bi 
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con desigualdades estrictas si existen i, j tales que O/B; < 0;/ Bj. 


Demostración. Argumentando por inducción en n, observamos que el enunciado es evidente para 
n= 1. Supongamos entonces el enunciado cierto para n y sean (%1,...,On+1 Y Bi,..., Bn+1 Números 
reales con B1,...,Bn+1 positivos. Supongamos que la numeración es tal que 0, /P1 < &2/ß2 < 
++ < Ony1/Pn+1. Observamos que 

01 re + Anya On+1 


< 12.3 
Bi RA Bn+1 a Basi ( ) 


si y solo si 
Bri (a A+ + Qn41) x On+1 (Bi + Brit), 


lo cual, cancelando el término 0%, +1 B,+1 a ambos lados de la desigualdad, equivale a 


Bari [01 +++ + On) < On+1(Bi +-+ Bn), 


que a su vez es equivalente a 
Oto + On - On 


Bi +---+Bn = Bn+1 Í 


Ahora bien, esta última desigualdad es verdadera dado que, por hipótesis inductiva, el miembro iz- 


quierdo de la desigualdad se acota superiormente por Œn / Pn, que es menor o igual que Q+1/Bn+1, 
siendo la desigualdad (12.3) estricta si 0%, / Bj < On+1/Bn41. La demostración de la otra desigual- 


dad es similar. 


Aplicando el Lema 12.1.1 a la identidad (12.2) concluimos que 


min J) —flai-1)  f(0)=F(8) - ngg ERTE) 
1<i<3 g(aj) —glaj-1) ~ g(b)—g(a) ~ 1sis3 g(aj)—g(ai-1) 


< (12.4) 
De esta estimación, válida para toda partición del intervalo [a,b] en un número arbitrario de subin- 
tervalos de la misma longitud, Cauchy dedujo, incorrectamente, su enunciado Teorema del valor 
medio. A fin de “corregir” el argumento de Cauchy, tenemos el siguiente resultado, que expresa 
que el promedio que nos interesa se alcanza en un intervalo de longitud (b — a) /3. 


Lema 12.1.2 (Conservación del promedio). Sean f,g : [a,b] + R funciones continuas que son 
derivables en (a,b), tales que g es estrictamente creciente de [a,b]. Entonces existe un intervalo 
[a1,b1] C (a,b) de longitud (b — a) /3 tal que 


f(b)— fla)  f(b1)—f(ar) 


g(b)—g(a) — g(b1)-glar)' 
Demostración. Sea A := (b — a)/3 y h : [a,b— A] > R la función definida por 
_ HA) F(a) 
gaa) gh) 


Dado que h es un cociente de funciones continuas cuyo denominador no se anula, concluimos que 
es una función continua. Además, en virtud de (12.4) tenemos que h(a;) < (£(b)— f(a))/(g(b) — 


h(x) : 
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g(a)) < h(aj) para ciertos i, j € {0,1,2}, siendo ambas desigualdades estrictas si existen k,l € 
{0,1,2} tales que (az) < h(a;). En este caso, por el Teorema de los valores intermedios (Teorema 
8.1.7), existe c € (a,b— A) tal que 


_ fF(e+4)- f(c) _ f(b) - fla) 
g(c+A)—g(c) g(b)-g(a)’ 


como queríamos demostrar. Por otro lado, si h(a¡) = h(a2) = h(a3), entonces 


Maha E one. 


y el intervalo [a;,a2] C (a,b) satisface las condiciones del enunciado. 


h(c) 


Ejemplo 12.1.3. Para f : [1,2] >R, f(x) :=2°, tenemos que FO) 70) = 3. Se trata de determinar 


a,b, € [1,2] tales que bı — a, = 1/3 y el incremento promedio de f en [a1,b1] es igual a 3. Dado 
que la función f en consideración es muy simple, podemos determinar a, explícitamente: 


f(bi)—f(a) h-a 


bi=a bi-aj 


1 
=b; ra = 2a + 3. 


En consecuencia, debe ser 2a; + 1/3 = 3, de donde concluimos que a, = 4/3, y por lo tanto, 
bı = 5/3 (ver la Figura 12.1). 


y= f(x) 


Figura 12.1.: El gráfico de la función f : [1,2] > R, f(x) := x?, junto con las dos secantes paralelas 
Li y Ip. 


12.1.2. El Teorema del valor medio 


Este resultado nos permite achicar indefinidamente el intervalo en el cual consideramos el pro- 
medio. En el limite, el promedio sobre un intervalo “puntual” resulta el cociente de las derivadas 
correspondientes, y el enunciado correspondiente es el siguiente. 
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Teorema 12.1.4 (Teorema del valor medio generalizado). Sean f,g : [a,b] + R funciones conti- 
nuas que son derivables en (a,b). Si g'(c) > 0 para cada c € (a,b), entonces existe c € (a,b) tal 


que 
f(b) - fla) _ S'o) 
g(b)-gla)  g'(c) 

Demostración. De acuerdo al lema sobre la conservación del promedio (Lema 12.1.2), existe un 


intervalo [a,,b1] C (a,b) de longitud (b— a)/3 tal que 
F(b)=fla) _ f(b1)— far) 


g(b)—g(a)  g(b1)—g(ar)' 


Aplicando sucesivamente este resultado, construimos una sucesión de intervalos cerrados, acota- 


dos y encajados (|an, b,))nen cuya longitud tiende a cero tales que 


f(b) — f(a) = f (bn) — f(an) 


g(b) — g(a) 8(bn) — glan) l 


De la completitud de R concluimos que existe c € (a,b) tal que Men lan, bn] = {c}. Por el Ejercicio 


sobre la derivación mediante sucesiones (Ejercicio 11.1.15), tenemos que 


Fn- fle) = f'(c) y lim &(bn) — g(an) 


ee | 
eg Oe 


lim 
n=% 


En consecuencia, 


f(b) — f(a) = lim f (On) — f (an) aes f'(c) 


g(b)— gla) n>% g(bn)— glan)  g'(c)” 


como queríamos demostrar. 


Ejercicio 12.1.5 (Teorema de Rolle). Sea f : [a,b] + R continua que es derivable en (a,b). De- 
mostrar que si f(a) = f(b), entonces existe c € (a,b) tal que f'(c) =0. 


Ejercicio 12.1.6. Sea f : (c, +0) + R una función derivable tal que lím f(x) =a. 
x—>+% 


1. Demostrar que si existe lim, +0 f'(x) = b, entonces b = 0. (Sugerencia: observar que 
f(n+1)- f(n) = f' (an) con a, € (n,n+1).) 


2. Demostrar que el límite lim ,+0 f'(x) puede no existir. (Sugerencia: analizar la función 
f : (0, +00) > R definida por f(x) := sen(x*)/x.) 


Ejercicio 12.1.7. Sea f : (a,b) > R una función derivable. 


1. Demostrar que: 
€ si f'(x) > 0 para cada x € (a,b), entonces f es creciente; 
= si f'(x) < 0 para cada x € (a,b), entonces f es decreciente; 


a si f'(x) =0 para cada x € (a,b), entonces f es constante. 
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2. Demostrar que la siguiente afirmación es falsa: “si f'(c) > 0, entonces f es creciente en 
un entorno de c”. Para esto, estudiar la siguiente función f : R > R: 


f(x) = 
(Sugerencia: demostrar que existen sucesiones (an)nen y (bn)nen que convergen a 0 tales 


que f'(an) > 0 y f'(bn) < 0 para cada n € N.) 


Como hemos señalado, esta versión existencial del Teorema del valor medio nos permite obtener 
estimaciones. En tal sentido, tenemos el siguiente resultado. 


Corolario 12.1.8 (Teorema del valor medio generalizado — Estimación). Sean f,g : [a,b] > R 
funciones continuas que son derivables en (a,b). Si g'(x) > 0 para cada x € (a,b), entonces 


POROTOS 


Ejercicio 12.1.9. Sea f : R— R una función que satisface la condición f'(x) > 1 para todo x > 0. 


Probar que f es estrictamente creciente y lím f(x) = +e. 
x00 


12.1.3. Aplicación a la demostración de desigualdades 


Como hemos dicho, diversos resultados del análisis conciernen el estudio de desigualdades, lo 
cual transforma el estudio de las mismas en un tema de tal importancia que hay libros enteros 
dedicados al tema (ver, por ejemplo, [HLP34] o [Mit70]). En particular, dado que el Teorema del 
valor medio permite establecer estimaciones globales, resulta una herramienta de suma utilidad a 
fin de establecer desigualdades entre funciones diferenciables, como se aprecia, por ejemplo, en 
[HLP34, Chapter IV]. El próposito de esta sección es ilustrar este tipo de aplicaciones por medio 
de algunos ejemplos simples. 


Ejemplo 12.1.10. Afirmamos que para cada x € R se satisface la desigualdad 
l+x<e'. (12.5) 


A fin de demostrar (12.5), la expresamos en términos de las funciones f,g: R > R, f(x) := e y 
g(x) := x. De acuerdo con el Teorema del valor medio (Teorema 12.1.4), dado x # 0, existe c en 
el intervalo abierto int(0,x) formado por 0 y x tal que 


CIC 
x x—0 g'(c) f 


Supongamos que x > 0. Entonces int(0,x) = (0, x), por lo que c > 0. En consecuencia, 


e*—1 


X 


=e >l, 
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de donde deducimos inmediatamente (12.5) para x > 0. Por otro lado, si x < 0, razonando como 


antes vemos que c < 0, y entonces 
X 
e*—1 


x 


=e <1, 

de lo cual, dado que x < 0, obtenemos (12.5) en este caso. 

Ejercicio 12.1.11. Demostrar que e~* < 1—x+x?/2 para cada x > 0. 
Ejercicio 12.1.12. Demostrar que In(1 — x) > —x — x? para cada x € [0, 1/2]. 
Ejercicio 12.1.13. Demostrar la desigualdad de Napier: si 0 < x < y, entonces 


1 Iny—Inx 1 
< Li 
y y-x x 


Ejercicio 12.1.14. Demostrar las siguientes desigualdades: 


re x x 
x— 5 Sensa (x > 0), 1-7 £c0sx< 14 5 (x € R). 


Ejercicio 12.1.15. Demostrar que |V 1 +x? —./1+y?| < |x— y| para cada x,y € R. 


Ejercicio 12.1.16 (Desigualdad de Bernoulli). Demostrar la siguiente generalización de la de- 
sigualdad de Bernoulli (Lema 0.2.2): dado œ € R\ {0,1}, 


a (14+x)® < 1+ ax para cada & € (0,1) y cada x € (—1, +) \ {0}, 


a (14+x)% > 1+ ax para cada œ € (—00,0)U (1, +00) y cada x € (—1, +0) \ {0}. 


12.1.4. La regla de L'Hópital 


El Teorema del valor medio nos provee herramientas para tratar cierto tipo de límites indeter- 
minados, que en su conjunto se denominan la regla de L’H6pital. 


Teorema 12.1.17 (Regla de L”Hópital, caso 0/0). Sean f, g : (a,b) > R dos funciones derivables 
y sea & € (a,b) tal que 


a g(x) #0 y g'(x) £0 para cada x € (a,b) \ {a}; 
= f(a) =g(a) =0; 
= tim f'(0)/8 (2) =1. 

Entonces lim f(x)/g(x) =£ 


Demostración. Sea x € (a,b) \ {a}. El Teorema del valor medio (Teorema 12.1.4) asegura que 
existe c(x) en el intervalo abierto int(0%, x) definido por @ y x tal que 


f(x) _ fœ- fa) _ fe) 
g(x)  g)-e8la)  g'le(x)) 
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Observamos que la función x ++ c(x) no necesariamente es continua, por lo que no podemos 
asegurar directamente que el límite del término de la derecha sea £. Sin embargo, de la definición 
de límite sabemos que, dado e > 0, existe ô > 0 tal que 


fte 
8'(c) 


para cada c € (a,b) con 0 < |c— @| < 8. De esto concluimos que, para cada x € (a,b) con 0 < 
|x — a| < 6, resulta 


Dd 


ad <e. 
g(x) 


De aqui deducimos inmediatamente el enunciado del Teorema. 


1/x 


Ejemplo 12.1.18. Analizamos la existencia del limite lim,—.9(1 +x)'/*, o equivalentemente, dado 


que In : (0, +00) + R es un homeomorfismo, la existencia del limite 
7 1l 
lím — In(1+x). 
x>0 x 


Dado que tanto In(1 +x) como x tienden a O cuando cuando x tiende a 0, estamos en las condi- 


ciones de la regla de L'Hópital (Teorema 12.1.17). Asi, tenemos que 


Finalmente, concluimos que lím(1 +x) =e! =e. 
x 


Ejercicio 12.1.19 (Una variante de la regla de L'Hópital). Sean f,g : (a,b) —> R dos funciones 
derivables y sea & € (a,b) tal que 


g(x) 40 y g'(x) 40 para cada x € (a,b) {a}; 
= f(a) = g(a) =0; 
" lím 0/0) = 6 
Demostrar que lim, f(x)/g(x) = 


Ejercicio 12.1.20 (Otra variante de la regla de L'Hópital). Sean f, g : (a, +00) —> R dos funciones 


derivables tales que 


= g(x) #0 y g'(x) 40 para cada x € (a, +00); 


X— +00 X— +0 
za 1 1 =o 
= lím £()/9)=£. 


Demostrar que lim f(x)/g(x) = 2. 
x- 
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Como puede apreciarse a partir de los ejercicios precedentes, existen numerosas variantes de la 
regla de L'Hópital que se deducen fácilmente a partir del caso 0/0 que consideramos en el Teorema 
12.1.17. Un caso que requiere una argumentación algo diferente es el denominado “oo/so”, que 
consideramos a continuación. 


Teorema 12.1.21 (Regla de L'Hópital, versión o/c), Sean f,g : (a,b) —> R dos funciones deri- 


vables tales que 
a g(x) #0 y g'(x) 40 para cada x € (a,b); 


= lim f(x) = lim g(x) = 


xat x>ar 
= lim f'(x)/g'(x) =¢ 
xat 
Entonces lím f(x)/g(x) = £. 
x>a+ 


Demostración. Dados 0 < 6 <b—a y x € (a,a+5), por el Teorema del valor medio (Teorema 
12.1.4) tenemos que existe c(x) € (x,a + ô) tal que 


f(x) flat) _ f'(c(x)) 

g(x)—g(at+6) gc) 
Fijemos 0 < e < 1/2. Dado que lím,_,,+ f’(x)/g'(x) = £, de (12.6) vemos que existe 6 > 0 tal 
que 


(12.6) 


e ae 


sla +5) -<e 


para cada x € (a,a + ô). Observamos que 


fi- Flat 8) Ff, flat8)\ (,, eats) 
ga) glat) g(x) (1 FO) ) (1 | ol 


Dado que lim,_,,+ f(x) = lim,_,,+ g(x) = eo, concluimos que existe 6; > 0 tal que 


e (+ eae) <I 


para cada x € (a,a+ ô ). En consecuencia, 


Ea flat ô) ___ slat) F(x) 
ls E) en) lear 
fu) fla+6)_,, 
dorar “Fel sett +le 
para cada x € (a,a + mín{ ô, Ó }). Esto demuestra que 
A -4| <2e(1+0) 


para cada x € (a,a + mín{ ô, ô }), y por lo tanto, concluye la demostración. 
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Ejercicio 12.1.22 (Una variante del caso o/co de la regla de L'Hópital). Sean f,g : (a,b) > R 
dos funciones derivables tales que 


a g(x) #0 y g'(x) £0 para cada x € (a,b); 


= lim f(x) = lim g(x) =~; 


x—>b~ x>b 
= lim f(0)/8()=1 
x—>b- 
Demostrar que lim f(x)/g(x) = £ 
x—>b~ 


Otras variantes del caso oo/oo de la regla de L”Hópital incluyen resultados del mismo tipo para 
a = —% o b = +o. 


Ejemplo 12.1.23. Analizamos la existencia del límite lím xo equivalentemente, 
x>+)0%0 


1 
lim —Inx. 
x>+00 y 
Si f,g: (0, +0) + R son las funciones f(x) := lnx y g(x) := x, entonces f y g satisfacen las 
hipótesis de la variante del Teorema 12.1.21 con b = +, por lo que concluimos que 


De esto deducimos que lím x!" = 1. 
x—> +0 


12.2. Aproximaciones de orden superior: el polinomio de 
Taylor 


En el capítulo precedente hemos discutido si es posible aproximar “bien” el “incremento” 
f(x) — f(a) de una función f : (a,b) + R en un entorno de un punto & € (a,b) por una función 
lineal en x— (Y. Esto nos condujo a la noción de diferenciabilidad, junto con la caracterización 
“operativa” de la diferenciabilidad en términos de derivadas (Teorema 11.1.8). 

Sin embargo, hay situaciones en las que esta información no es suficientemente fina. Por ejem- 
plo, supongamos que queremos estudiar los extremos locales de una función diferenciable f : 
(a,b) —> R. Sabemos que tales extremos son puntos críticos de f, esto es, puntos de (a,b) en los 
cuales la derivada de f se anula (Corolario 0.3.3). Ahora bien, dado un punto crítico œ € (a,b) 
de f, se trata de decidir si f alcanza un máximo o un mínimo local en œ. Si “linealizamos” la 
situación en un entorno de ox, todo lo que sabemos es que, dado que f’ (a) =0, 


F(x) — f(a) © f(a) (x—- a) =0. 


¡Pero esto no nos alcanza para decidir si f alcanza un mínimo o un máximo local en œ! Necesita- 
mos más información sobre el comportamiento de f en torno a œ. Por ejemplo, si supiéramos que 
existe € > 0 tal que 
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= f'(x) <0 para cada x € (A—E, 0%); 
= f'(x) >0 para cada x € (œ, œ + €); 


entonces concluiríamos que f es decreciente en (œ — €, œ) y creciente en (œ, œ + €) (Ejercicio 
12.1.7), y así deduciríamos que f alcanza un mínimo local en &. 

Esto sugiere que el análisis del comportamiento de f en torno a un punto crítico @ requiere 
información sobre el comportamiento de f’ en un entorno de œ. Suponiendo que f es derivable 
en cada punto de (a,b), se trata entonces de estudiar la función derivada f’: (a,b) > R. En 
tal sentido, cabe preguntarse si la función derivada f’ : (a,b) + R es a su vez diferenciable en 
un punto B € (a,b). En otras palabras, nos preguntamos si f” puede ser “bien” aproximada en un 
entorno de f por una función lineal. Como sabemos, esto ocurre si f” es derivable en B € (a,b), 
en cuyo caso la derivada de f’ en B se denomina la segunda derivada f”(B) de f en B. 

A su vez, si f es dos veces derivable (a secas), esto es, si es dos veces derivable en cada 
B € (a,b), tenemos entonces definida una función derivada segunda f” : (a,b) > R. Si esta 
función es derivable, podemos entonces considerar la derivada de dicha función en y € (a,b), que 
denominamos tercera derivada de f en y y notamos en la forma f” (y). Continuando de esta 
manera, obtenemos derivadas de orden cuarto, quinto y más, que definimos recursivamente por 


FON = DY (Y. 


Nos van a interesar, en particular, las funciones f : (a,b) —> R que son n veces derivables de modo 
tal que la función derivada n-ésima f” : (a,b) — R resulte continua. A esta clase de funciones 
la notamos C"(a,b), o simplemente C”, cuando el dominio de las funciones en consideración 
resulte claro del contexto. Asimismo, escribimos C°(a,b), o simplemente C?, para representar el 
conjunto de las funciones f : (a,b) + R continuas. Dado que una función derivable es continua 
(Corolario 11.1.17), vemos que 


ASOCIA 


Una función f : (a,b) + R de clase C” para cada n > 0 se dice que es de clase C”. 


Ejemplo 12.2.1. Consideremos la función f : R —> R, f(x) := e. Hemos visto que f'(a) = e” 
para cada & € R (Ejemplo 11.1.9). En consecuencia, la función derivada f' : R > R resulta 
definida por f'(x) = e*. Esto a su vez implica que la función derivada f' resulta derivable con 
derivada f" : R=R, f"(x) = e". Así sucesivamente concluimos que f posee derivadas en R de 
todos los órdenes, siendo f™ : R > R la función definida por 


f(x) =e. 
En particular, f es una función de clase C” en R. 


Ejemplo 12.2.2. Consideremos la función f : R > R, f(x) :=senx. En el Ejemplo 11.1.11 hemos 
visto que f' (0) = cos & para cada & € R. En consecuencia, tenemos definida la función derivada 
f': RR por f'(x) := cosx. Esta función a su vez resulta derivable en cada a € R, siendo 
f"(a) = —sena@ (Ejercicio 11.1.12). De aquí deducimos que la función derivada segunda f" : 
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R —> R resulta definida por f” (x) := —senx. Continuando de este modo, concluimos que f es de 
clase C” en Ry la función f™®) : R—>R está definida por 


f2) (x) = (1 "senx, [2D (y) = (1) cosx. 
Ejercicio 12.2.3. Probar que cada función polinomial f : R + R es de clase C” en R. 


Ejercicio 12.2.4. Si f,g : (a,b) + R son dos funciones de clase C” para cierto n > 0, de forma 
tal que la composición go f : (a,b) +R está bien definida, demostrar que go f es de clase C” en 
(a, b). 


Interpolación polinomial 


Frecuentemente ocurre que una función “complicada” se aproxima por una función más “sim- 
ple”, en cuyo caso es importante poder estimar el error que se comete en dicha aproximación. 
Dado que las funciones polinomiales son “simples” (por ejemplo, se pueden evaluar fácilmente), 
muchas veces funciones “complicadas” se aproximan por medio de funciones polinomiales. Una 
forma posible de hacer esto es mediante la interpolación polinomial, es decir, dada una función 
f : [a,b] > R y puntos ay < ay < --- < a, en el intervalo [a,b], aproximamos f mediante el poli- 
nomio de menor grado p € R[x] que “interpola” a f en los puntos ag, ..., a, es decir, que satisface 
las condiciones: 

plai) = f(ai) (0<i<n). (12.7) 


La condición de grado gr(p) < n y (12.7) definen unívocamente al polinomio interpolador p, como 
pedimos demostrar en el ejercicio a continuación. 


Ejercicio 12.2.5 (Existencia y unicidad del polinomio interpolador). Sea f : [a,b] > R una fun- 


ción y sean ay < a] < +++ < an puntos en el intervalo [a, b]. 


1. Siendo bi := f(a¡) para O <i < n, demostrar que el polinomio 


n 


as = 00) 0 1) 041) «+ (Xan) 
PE) D Bra a) t= i t= A) 4) 


tiene grado menor o igual que n y satisface la condición (12.7). 


2. Demostrar que el polinomio p del ítem anterior es el único polinomio de grado menor o 
igual que n que satisface (12.7). (Sugerencia: la diferencia de dos polinomios con estas 
condiciones tendría al menos n + 1 raíces distintas.) 


Ejemplo 12.2.6. Supongamos que queremos interpolar la función f : R —> R, f(x) := senx en 
[0,27]. Si elegimos los puntos a; := in /2 parai=0,...,4, tenemos que 


37 


bo := f(0) =0, bie (5) 1, by = f(x) =0, b3: (EH) ==1, b := 2m) =0. 
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En consecuencia, el polinomio interpolador pa(x) es el siguiente: 


a A SJ 2m) 60) Dm (x= 2) 
E-0E-DE-D(E-20 |” (22 — 0) (38 — 7) ($8 — r) (% — 2r) 


(x a 2m) + px 5)6 m™)(x — 27) 


= x(x— 7) 


Figura 12.2.: El gráfico de la función f : R > R, f(x) := sen x y del polinomio pa. 


Por supuesto, dado que se trata de aproximar la función dada con el polinomio interpolador p, es 
fundamental poder estimar el error que cometemos en esta aproximación. A tal efecto, necesitamos 
una versión del Teorema de Rolle para funciones varias veces diferenciables, que es el objetivo 
del siguiente ejercicio. 


Ejercicio 12.2.7 (Teorema de Rolle generalizado). Sea f : [a,b] + R una función continua que es 
n veces derivable en (a,b). Demostrar que si f tiene n+ 1 ceros distintos ay < a, <+++ < an en 
[a,b], entonces existe c € (ag,ay) tal que f™ (c) =0. (Sugerencia: aplicar el Teorema de Rolle en 
cada intervalo [a;_1,a;] y argumentar recursivamente.) 


A fin de estimar el error de aproximar una función f por un polinomio interpolador p vamos a 
obtener una expresión “simple” de la diferencia f — p. El objetivo del siguiente ejercicio es obtener 
dicha expresión. 


Ejercicio 12.2.8. Sea f : [a,b] > R una función continua que es n veces derivable en (a,b) y sean 
ao <a] <+++ < an puntos de [a,b]. Fijamos x € (a,b) \ Lao, ..., an) (¿qué pasa six € {ao,...,an}?) 
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y consideramos la función g : [a,b] > R definida por: 


f(x) — p(x) E 
een a) Lie) 


g(t) = f(¢) — pe) 


1. Demostrar que existe c € (min{ao,x},m4x{ay,x}) tal que g"+D(c) =0. (Sugerencia: usar 
el Teorema de Rolle generalizado (Ejercicio 12.2.7).) 


2. Deducir la validez de la siguiente expresión del error de interpolación: existe un punto 


c € (min{ao,x},max{a,,x}) tal que 


1 
(n+1)! 


f(x) — p(x) = fc) J-a). (12.8) 
i=0 


Ejemplo 12.2.9. En el caso de la función f : R —> R, f(x) := senx y del polinomio pa, de acuerdo 
con (12.8) vemos que, dado x € (0,27), existe c € (0,27) tal que 


Fs) ~ ps(x) = senx- pals) = 2 Ja 7) (x a 27). 


Por lo tanto, para cada x € (0,27) tenemos que 


x(x = ) (x x)(x a 27) 


Si bien (12.8) provee información sumamente útil en general, en este caso particular (12.9) resulta 


1 
|senx— p4(x)| < — máx = 0,5787967395. (12.9) 


60 0<x<2n 


en una sobrestimación importante del valor verdadero 


max |senx— pa(x)| = 0,180758286. 
O<x<20 


12.2.1. Aproximaciones locales de orden superior 


A fin de introducir la noción de diferenciabilidad, nos hemos preguntado por la existencia de 
aproximaciones lineales de una función continua f : (a,b) —>R en un entorno de un punto & € 
(a,b), y hemos concluido que si f es diferenciable, entonces la función lineal p : (a,b) > R 
definida por p(x) := f(a) + f’(a)(x— æ) es la que “mejor” aproxima a f en un entorno de œ, en 
el sentido de que 


1 PER E e (12.10) 
x>0 x—Q 
Observamos que la función p satisface las condiciones 
pla) = f(a), f'(a)=p'(a). (12.11) 


Recíprocamente, si q: (a,b) + es una función lineal que satisface la condición (12.10), entonces 
necesariamente resulta g(a) = f(a) y q'(a) = f'(0). En efecto, 


f(a) - qla) = lim (fa) -40)) = tim (x— a) O o, 
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lo que demuestra que g(a) = f(a). En consecuencia, 


Hacia (f(x) ao) = (F@)=4(@)) im 


X> x—-@Q x>0 x—Q 


Así, ambas condiciones (12.10) y (12.11) son equivalentes. Mientras que (12.10) expresa la con- 
dición que nos interesa, a saber, que f es “bien” aproximable por una función lineal, (12.11) 
nos permite obtener explícitamente dicha aproximación lineal. 

Así como es posible aproximar localmente una función diferenciable f : (a,b) — R en torno a 
un punto & € (a,b) por una función lineal, cabe preguntarse por la posibilidad de aproximar f en 
torno a Q por funciones polinomiales de grados mayores, y en caso de que esto sea posible, por 
la mejor aproximación local de grado n para cada n € N. Hemos dicho que existe una “buena” 
aproximación lineal de f si f es derivable. De la misma manera, para la existencia de buenas 
aproximaciones de orden n en torno a @ € (a,b) vamos a requerir que la función f sea n veces 
derivable. 

Para comenzar a analizar esta cuestión, estudiamos en primer lugar el caso œ = 0. En el siguiente 
resultado caracterizamos cuándo f se aproxima bien por el polinomio x”. 


Proposición 12.2.10. Sea f : (—a,a) > R una función n veces derivable. Entonces tenemos que 
lim f(x)/x" =0 si y solo si f(0) = f'(0) ===» = f”(0) =0. 
x 


Demostración. Vemos primero que f (0) = 0 para 0 < i < n implica lim, 49 f(x)/x" = 0, por 
inducción en n. Supongamos en primer lugar que f(0) = f'(0) = 0. Entonces 


in £0) = ym f-FO _ 


x>0 x x>0 x-0 


f'(0) =0. (12.12) 


Supongamos ahora el resultado cierto para n— 1 y sea f una función n veces derivable tal 


que f(0) = f'(0) =--- = f™ (0) = 0. Tenemos que f’ es n— 1 veces derivable y f'(0) =--- = 
f™ (0) =0, de lo cual, por la hipótesis inductiva, concluimos que 
/ 
tim Í (+) =0. 
x30 x” 


Veamos que lím f(x)/x” =0. Por la regla de L’ Hôpital (Teorema 12.1.17) tenemos que 
x 


Probamos ahora que una función n veces derivable f : (—a,a) > R tal que lim,_.0 f(x)/x” = 
0 satisface la condición f(0) = f’(0) =--- = f™ (0) = 0. Argumentando por inducción en n, 
observamos que la afirmación es cierta en los casos n = 0 y, por (12.12), n= 1. Supongamos ahora 
la afirmación cierta para n— 1 y sea f una función n veces derivable que satisface la condición 
límy>0 f(x) /x” = 0. Entonces 


F(x) 


i ae 


x0 xn 


lim 


x0 x" 


0, 
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y por hipótesis inductiva tenemos que f(0) = f’(0) = --- = f"~!)(0) = 0. Asimismo, definamos 
@ : (—a,a) > R por 


(n) 
p= ro- y 


Tenemos entonces que p(0) = p'(0) =---= g"—)(0) = 0, y además, que 
90) = (0) — f™ (0) =0, 


de lo cual, por la primera implicación, ya demostrada, concluimos que lím p(x)/x” = 0. Ahora 
x 


bien, 


x30 x” x90 \ x” n! n! 


0= lím p(x) — lim (2 En) 7 f(0) . 


Esto prueba que f™ (0) = 0 y concluye la demostración. 


Ejemplo 12.2.11. Sea f : R —> R la función definida por 


eI? six #0, 
LO) l 0 six =0. 


Observamos que limy_.9 f (x)/x" = 0. En efecto, con el cambio de variables y =1/x vemos que 


ya que las “exponenciales crecen más rápido que las polinómicas” (Ejercicio 10.1.29). 


Por otro lado, vamos a demostrar que f es n veces derivable en R y 
(0) = f’O) =- = f™ (0) =0. 


De la regla de la cadena (Teorema 11.2.3) concluimos que f es de clase C” en R \ {0}. A fin de 
estudiar la derivabilidad de f en x= 0, necesitamos información sobre las derivadas sucesivas 
de f en RA {0}. Afirmamos que 

FO) =p 0) 


para cada k > 0 y cada x #0, donde py € R{x] es un polinomio de grado 3k. 
Vamos a demostrar esta afirmación por inducción en k. Si k = 0, el resultado es evidente. Su- 


poniendo el caso k válido, tenemos que 


SED = pl) = DADA, 
= EA) 2). 


Dado que py tiene grado 3k, concluimos que 
Dir (T) = —T p(T) +2p(T)T* 


tiene grado 3k +3. Esto concluye la inducción y demuestra la afirmación. 
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Afirmamos ahora que f (K) (0) = 0 para cada k > 0. Argumentando nuevamente por inducción, 
el caso k = 0 es consecuencia del hecho de que lím,_,0 f(x) = 0 = f (0). Suponiendo f (0) = 0, 


tenemos que 


(y) — fA (K) 
m 20) m 290 


x0 x x0 Xx 


fD (0) = 


= lim x7! py (x!) f(x) = 0, 
x0 


ya que las “exponenciales crecen más rápido que las polinómicas” (Ejercicio 10.1.29). Asi vemos 


que la equivalencia de la Proposición 12.2.10 se verifica en este caso. 


12.2.2. El Teorema de Taylor 


Supongamos que queremos aproximar una función n veces derivable f : (a,b) + R en un punto 
o € (a,b) por medio de un polinomio p de grado a lo sumo n, de manera tal que, localmente, p 
aproxime a f con orden n, es decir, si r(x) := f(x) — p(x), entonces 


lím TEL. =0. (12.13) 


x>0 (x = a)” 


Dado que f y p son funciones n veces derivables en &, si hacemos el cambio de variables y =x— a, 
de la Proposición 12.2.10 concluimos que (12.13) se satisface si y solo si 


r(a) =r'(a) =--- =r (a) =0. 


Dado que 0 =rW(a) = fO) (a) — p (a) para j = 0,...,n, concluimos que un polinomio p 
aproxima a f con orden 7 en Q si y solo si satisface las condiciones 


pla) = f(a), p'(a) = f'(a), p(t) = f(a). (12.14) 


Nuestro siguiente resultado afirma que estas condiciones determinan univocamente un polinomio 
de grado a lo sumo n (ver el Teorema 7.2.6 por otra demostración). 


Lema 12.2.12 (Existencia y unicidad del polinomio de Taylor). Existe un único polinomio pn € 


R[x] de grado a lo sumo n que satisface las condiciones (12.14). 


Demostración. Consideremos el conjunto R[x], formado por todos los polinomios p € R[x] de 
grado menor o igual que n. El lema afirma que existe un único elemento de R[x], que satisface 
las condiciones (12.14). Si expresamos a cada polinomio p € R[x],, como habitualmente, esto es, 
en la forma p := anx” +-+--+41x+ag, observamos que (12.14) resulta de hecho un sistema de 


ecuaciones lineales “cuadrado” en los coeficientes ap,...,a, de p, cuya matriz es triangular e 
inversible: 
ana” +--+ajatda = fla), 
nana! +--+ +a) = f'(a), 
n!an = fO(a). 


Dado que este sistema tiene una única solución, existe un único polinomio p, € R[x], que satisface 
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(12.14). 


Definición 12.2.13 (Polinomio de Taylor). El polinomio pn del enunciado del Lema 12.2.12 se 
denomina el polinomio de Taylor de orden n de f en a. 


Una consecuencia de la Proposición 12.2.10 es el siguiente resultado, que nos provee una carac- 
terización “operativa” de la propiedad de que una función n veces derivables pueda ser aproximada 
localmente con orden n por un polinomio de grado a lo sumo n. 


Teorema 12.2.14 (Teorema de Taylor). Sea f : (a,b) + R una función n veces derivable y sea 
a € (a,b). Sea pn el polinomio de Taylor de orden n de f en QU y rn: (a,b) > R la función de 
“error”, esto es, 
, f(a) n 
Pn = f(&) + f (0) (0) +--+ (x= a)", ralx) := f(x) — Pa (x). 


n! 


Entonces r, es n veces derivable y satisface la condición 


ifn AL. 
x30 (x = a)" 


Demostración. Es fácil ver, mediante una comprobación directa, que fO) (œ) = p?) (œ) para j = 
0,...,n. Por lo tanto, 7, := f — pn satisface la condición 


mlaj == rP (a) =0. 


En consecuencia, de la caracterización de la funciones bien aproximables por x” (Proposición 


12.2.10) deducimos que lim r(x)/(x— a)” = 0, como queríamos demostrar. 
x>0 


Ejemplo 12.2.15. Consideremos la función f : R > R, f(x) := e. En el Ejemplo 12.2.1 hemos 
visto que f es de clase C” en R y f™ : R —> R está definida por 


Pose 


para cada n > 0. Teniendo en cuenta que f (n) (0) = 1 para cada n > 0, concluimos que el n—ésimo 
polinomio de Taylor de f ena =Q es 


| E pl 
Pnlx) =1+x4 ea e 


En la Figura 12.3 mostramos el gráfico de la función f junto con el de los polinomios pı y p2 de 


Taylor de f en & =0 de órdenes 1 y 2 respectivamente. 


Ejemplo 12.2.16. Nuestro siguiente ejemplo es la función seno sen: R > R. En el Ejemplo 12.2.2 
hemos visto que f es de clase C” en R y f™ : R—R está definida por 


FO” (x) = (—1)"senx, fOD (x) = (=1)"cosx. 


Por lo tanto, tenemos que 


F™ 0) =0, ¿2D(0)=(-1”. 
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y 
8+ y =f(x) 
6 == 
y = p2(x) 
4 de 


y= pi(x) 


Figura 12.3.: El gráfico de la función f : R > R, f(x) := e” y de las funciones definidas por los 
polinomios pı y p2 de Taylor de f en œ = 0 de orden 1 y 2. 


En consecuencia, el polinomio de Taylor de orden 2n+1 y 2n+2 de f en & =0 es 


> 8 antl 
Pon+1(x) = P2n42(x) =x | -+ (1) On Di 


En la Figura 12.4 mostramos el gráfico de la función f junto con el de los polinomios p3 y ps de 
Taylor de f en & =Q. 


Ejercicio 12.2.17. Determinar el n—ésimo polinomio de Taylor de cos : R + R en 0. 


Ejercicio 12.2.18. Demostrar que el n-ésimo polinomio de Taylor de la función In : (0, +00) + R 
en 1 es p(x) =(x-1)-5(2-1)+--+(-1)Ux— 1)". 


Ejercicio 12.2.19. Sea f : (—1,1) > R la función f(x) := 1/(1 — x). Demostrar que el n-ésimo 
polinomio de Taylor de f en 0 es p(x) := 14+x+-+-+x". 


Ejercicio 12.2.20. Sea p € R[x] un polinomio. Demostrar que p(a) =--- = p™ (a) = 0 si y solo 
n+1 


si existe q € R[x] tal que p=(x- a)" g. 

Ejercicio 12.2.21. Sea a>0 y f : (—a,a) > R una función 4 veces derivable que satisface las 
condiciones f(0) =0 y f'(0) = 0. Determinar el polinomio de Taylor de orden 3 y de orden 4 en 
el origen de la función g : (—a,a) >R, g(x) := f(x). 


Ejercicio 12.2.22. Sea f : (—a,a) > R una función infinitamente derivable y seam € N. Si py € 
R[x] es el n-ésimo polinomio de Taylor de f en 0, demostrar que pu(x") es el (m(n+ 1) — 1)- 


ésimo polinomio de Taylor de la composición fox” en 0. 
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y = ps(x) 


y = p3(x) 


Figura 12.4.: El gráfico de la función seno sen : R —> R y de las funciones definidas por los poli- 
nomios p3 y ps de Taylor de f en œ = 0 de orden 3 y 5. 


Ejercicio 12.2.23. Sea f : (a,b) + R una función n veces derivable y sea q € R[x] el (n— 1)- 
ésimo polinomio de Taylor de f' en a € (a,b). Si p € R|x] satisface que p' = q y p(a) = f(a), 
demostrar que p es el n—ésimo polinomio de Taylor de f en a. 


Ejercicio 12.2.24. El propósito del presente ejercicio es obtener el n—ésimo polinomio de Taylor 
de arctg : (—1/2,7/2) > R en 0. 


1. Demostrar que el n-ésimo polinomio de Taylor de g : (—1,+%) + R, g(x) := 1/(1 +x) en 
Oes 1—x+---+(—1)"x". (Sugerencia: usar el Ejercicio 12.2.19.) 


2. Demostrar que el (2n + 1)-ésimo polinomio de Taylor de h: R + R, h(x) := 1/(1 +x?) en 
O es 1—x? +--++(—1)"x?". (Sugerencia: usar el Ejercicio 12.2.22.) 


3. Concluir que el (2n + 1)—ésimo polinomio de Taylor de arctg : (—10/2,10/2) + R en 0 es 


x Pai (=1)" anti 


a Tv 2n+ 1 


1 
3 
(Sugerencia: utilizar el Ejercicio 12.2.23.) 


12.2.3. Una expresión explícita del error en el Teorema de Taylor 


Sea f : (a,b) + R una función n veces derivable en œ € (a,b). Como hemos visto, el n—ésimo 
polinomio de Taylor p, de f en œ puede ser utilizado a fin de aproximar f en un entorno de @. 
En tal sentido, es importante tener estimaciones del error que cometemos cuando aproximamos f 
mediante el polinomio p,,. El siguiente resultado, que es una generalización del Teorema del valor 
medio (Teorema 12.1.4), da una expresión para la diferencia f — pn a partir de la cual se puede 
estimar dicho error. 
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Teorema 12.2.25 (Expresión para el error en el Teorema de Taylor). Sea f : (a,b) + Runa función 
n+1 veces derivable y sea p, su polinomio de Taylor de orden n en @ € (a,b). Si x € (a,b), 


entonces existe c en el intervalo abierto int (x, œ) definido por a y x tal que 


f(x) — pra) = —9 


Demostración. Dado que el enunciado es evidentemente cierto para x = a, fijemos x € (a,b) \ 
{a}. Se trata entonces de demostrar que existe c en int (x, a) tal que 
f (x) — Pn (x) 1 


E (n+1) 
(x— ay! = mini E (c). 


Sea r, : (a,b) > R, rn (x) := f(x) — pn(x). Tenemos que r, (0) = f(@) — p,( 0) = 0, de donde, por 
el Teorema del valor medio (Teorema 12.1.4), concluimos que existe cı € int(@,x) tal que 


f(x) = P(x) Tn(X) = Tn(x) — rn(Q) Ea: ra(c1) 


(x—ajy+l  (x=a)+t! (x—a)tt!—-(a-ayt! (n+1)(c— a) 


Dado que r, (0) = f'(a) — py(0) = 0, podemos aplicar nuevamente el Teorema del valor medio 
y concluir que existe c2 € int(@,c;) C int(@,x) tal que 


F(X) = Pn(x) _ rn(c1) tn(c1) = tn (Ot) tn (C2) 


(x—q)rt! (n+1)(cy-—a)"  (n+1)(ci— a)" —(n+1)(&-— a)” ~ (n+ 1)n(c, — æ)! 


Prosiguiendo de esta manera, deducimos la existencia de c € int (a,x) tal que 


F(x) = Pals) _ LM) O) _ FMC) 


(x—a@)rtl (n+1)! (a+ 1)? 


como queríamos demostrar. 


Ejemplo 12.2.26. En el Ejemplo 12.2.15 hemos visto que el n—ésimo polinomio p, de Taylor de 
la función f :R > R, f(x) := e en 0 es el siguiente: 
2 1 


1 
Pax) = L+x+ 5x free Xa 


A fin de estimar la diferencia f(x) — pn(x), de acuerdo con la expresión del error del Teorema 
12.2.25 tenemos que, dado x € R, existe c € int(0,x) tal que 


FE UC) ql = e itl 
(n+1)! (n+1)! 


f(x) — Pax) = 


Aplicando, por ejemplo, el criterio del cociente (Ejercicio 3.1.15) deducimos que, dado x € R, la 


sucesión (X"+! / (n+ 1)!)n>o converge a 0. Esto prueba que 


e = lim p(x) = n 
n— œ 
n=0 
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para cada x € R fijo. En particular, si x = 1, tenemos que 


forma en la cual, de hecho, hemos definido e (Sección 6.3.3). 


Ejemplo 12.2.27. En el Ejemplo 12.2.16 hemos visto que los polinomios de Taylor de la función 


seno sen: R > Ren a =0 tienen la siguiente expresión: 


3 58 ont 
n = n => | e] 1)” . 
Pl DI E em 


De acuerdo con la expresión del error del Teorema 12.2.25, tenemos que 


F (e) ata 
(2n+3)! 


aa 


T (2n+3)! 


EE | 


Aplicando el criterio del cociente (Ejercicio 3.1.15) es fácil ver que, dado x € R, la sucesión 
(|x| +3 /(2n+3)!)n>0 converge a 0. Así, para cada x € R, tenemos que 


ntl 
= lí i n 
senx = lim py (x) = y DFT 


n= 


Ejercicio 12.2.28. Si pn es el n—ésimo polinomio de Taylor de In : (0, +0) —> R en 1, demostrar 
que para cada x € (0, +00) existe c € int(1,x) tal que 


. (x— Le 
— Pn = —1 —-_. 
ro-ma- SO 
Concluir que, para cada x € [1/2,2]?, resulta 
ee co Pe cae aad E 
Inx= lim pa(x) = Y (1) 


n=0 


Ejercicio 12.2.29. Sea f : (a,b) — R una función 4 veces derivable y sea & € (a,b). De la defi- 
nición de f'(a) y el Ejercicio 11.1.14 tenemos que 


rm tim (+A) fla)... fla+h)—fla—h) 
fe) a h a 2h i 


Si la derivada f'(a) es dificil de calcular, o no se puede determinar a partir de los datos disponi- 
bles sobre la función f, se la suele aproximar por alguna de las expresiones 


fla+h)-flo) . fa+hn)-fla-=h) 
h 2h 


para h “chico”. En tal sentido, conviene saber cuál de estas dos expresión es la que mejor apro- 


'En realidad, hay convergencia para cada x € (0,2], pero no tenemos por el momento herramientas como para asegurarlo 
(ver el Ejemplo 16.1.24). 


274 


12.2. Aproximaciones de orden superior: el polinomio de Taylor 


xima a f'(0). 
1. Sea h€ R tal que & +h € (a,b). Demostrar que existe c € int (&, 4 +h) tal que 


f(a+h)— f(a) 


1 h n 
OY = f'(a) flo), 


(Sugerencia: expresar f(@ +h) mediante la suma del polinomio de Taylor de f en @ de 
orden uno y el correspondiente término de error.) 


2. Seah ER tal que &+h € (a,b). Demostrar que existen c € int (&, & +h) y c' €int(a,a—h) 
tales que 


f(a+h)—f(a—h) _ 1 h? m met 
= + (1) ++"). 


(Sugerencia: expresar f(a@+h) y f(@—h) mediante la suma del polinomio de Taylor de f 


en Q de orden dos y los correspondientes términos de error.) 


Ejercicio 12.2.30. Sea f : (a,b) — R una función 4 veces derivable y sea U € (a,b). Demostrar 
que si (œ — |h|,&œ + |h|) C (a,b), entonces existen c € int (&,& +h) y c' € int(a@, a — h) tales que 
f(a—h)—2f(a)+f(a+h) h? 


5 = f'a) + OAO). 
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13. Los problemas modelo con funciones 
diferenciables 


En los dos capítulos precedentes hemos discutido la noción de diferenciabilidad y hemos es- 
tablecido dos resultados fundamentales que nos permiten estimar errores en aproximaciones que 
involucran funciones diferenciables: el Teorema del valor medio y el Teorema de Taylor. El propó- 
sito de este capítulo es abordar los tres problemas modelo que hemos considerado hasta el momen- 
to, esto es, la resolución de ecuaciones, la minimización y la existencia de estados de equilibrio (o 
puntos fijos), con las nuevas herramientas que tenemos a nuestra disposición. 

El valor que toman las derivadas sucesivas de una función f en un punto œ de su dominio 
nos permite conocer en profundidad el comportamiento de f en torno a œ, y por ende, nos pro- 
vee información esencial para atacar nuestros problemas modelo. En tal sentido, vamos a ver que 
los puntos en los que una función diferenciable alcanza sus mínimos locales son necesariamente 
puntos críticos de la misma, lo que nos permite reducir la cuestión de la minimización a la de la 
resolución de ecuaciones. Más aún, el signo de la derivada segunda de la función en consideración 
en los puntos críticos nos permite “clasificarlos”. Asimismo, el valor absoluto de la derivada de 
una función en un estado de equilibrio (un punto fijo) de la misma nos provee un criterio de con- 
vergencia local de la iteración de punto fijo mucho más fácil de aplicar que el Teorema de punto 
fijo. Además, el polinomio de Taylor de tal función en un entorno del estado de equilibrio nos 
permite determinar el orden de convergencia de dicha iteración. Por último, en ecuaciones que in- 
volucran funciones diferenciables, la estrategia de linealización nos provee un método sumamente 
eficiente de resolución: el método de Newton, cuyo análisis de convergencia requiere del estudio 
de las derivadas sucesivas de la función en cuestión en torno a la solución considerada. 


13.1. Minimización de funciones diferenciables 


Comenzamos con la cuestión de minimizar una función diferenciable f : (a,b) + R. El hecho 
de que f es diferenciable nos provee una herramienta fundamental para determinar “candidatos” 
a mínimos de f, como discutimos a continuación. 

Decimos que f alcanza en & € (a,b) un 


= mínimo local si existe £ > 0 tal que f(a) < f(x) para cada x € (—£+0,€+0); 
= máximo local si existe € > 0 tal que f(a) > f(x) para cada x € (—£€ + &,£€ + @). 


Es importante tener en cuenta que si f alcanza un extremo (mínimo o máximo) local en @ € 
(a,b), no necesariamente alcanza un extremo global en dicho punto (ver la Figura 13.1). De 
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todas maneras, es claro que donde f alcanza sus extremos globales necesariamente alcanza extre- 
mos locales, por lo que identificar tales puntos nos provee “candidatos” a extremos globales de f. 


y= f(x) 


Figura 13.1.: Una función diferenciable f : [a,b] >R que alcanza un máximo y un mínimo locales 
que no son globales. 


13.1.1. Existencia de mínimos locales 


Para funciones diferenciables tenemos un criterio sumamente útil para identificar los puntos en 
los que posiblemente éstas alcanzan sus extremos locales. En efecto, si f : (a,b) — R es diferen- 
ciable y alcanza un extremo local en a € (a,b), digamos un mínimo, entonces existe € > 0 tal que 
f(a) < f(x) para cada x € (A — €, 4 + £). Observamos que 


Hoy tn FEF). FG) fla) 
f(a) = lim — a lim a 


x>0 x x7 x= 


km FO- 


x>30q+ x— Q 


Si x < a, entonces, dado que f(a) < f(x) para cada x € (œ — €, œ + £), concluimos que 


ORIORI 


x— Q — 


para cada x € (œ — €, 0), y por lo tanto, resulta 
(13.1) 


Por otro lado, si x > a, como f(œ) < f(x) para cada x € (0 — €, Œ + £), tenemos que 


CIN 


x— Q > 
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para cada x € (œ, &œ + £), de lo cual deducimos que 


a PESO sg 


x>a+ x— Q = 


(13.2) 


Combinando (13.1) y (13.2) vemos que f’(a) = 0. Así obtenemos la condición necesaria para que 
f alcance un extremo local en @ que enunciamos a continuación. 


Teorema 13.1.1 (Condición necesaria de existencia de extremos locales). Si f : (a,b) > R es 


diferenciable y alcanza un extremo local en a € (a,b), entonces f'(a) =0. 


Cabe destacar que en un punto & € (a,b) tal que f’(a) =0, la función f no necesariamente 
alcanza un extremo local, es decir, el enunciado recíproco del teorema precedente no es cierto. 
Esto se puede constatar fácilmente considerando la función f : R > R, f(x) := e, para la cual 
tenemos que f (0) = 0, en tanto que 0 no es ni un máximo ni un mínimo local de f, ya que 


= f(x) < f(0) para cada x € (—oo, 0); 
= f(x) > f(0) para cada x € (0, +00). 


Un punto & € (a,b) tal que f'(œ) =0 se denomina un punto crítico o estacionario de f. La 
condición necesaria de existencia de extremos locales precedente (Teorema 13.1.1) asegura que los 
puntos críticos de una función f resultan “candidatos” a puntos en los que f alcanza sus extremos 
locales. 


Ejemplo 13.1.2. Analizamos los puntos críticos de la función 
f:ROR, f(x) :=x4— (16/3)x? +10 —8x+1. 


Tenemos que 
f' (x) = 4 — 16x? + 20x — 8 = 4(x— 1)?(x— 2). 


En consecuencia, hay dos puntos críticos: x = 1 y x = 2. Del gráfico de f (ver la Figura 13.2) 
fácilmente concluimos que en x = 2 la función alcanza un mínimo local (que en realidad resulta 
el mínimo global), en tanto que en x = 1 la función f no alcanza un extremo local. Cabe destacar 
que más adelante vamos a discutir criterios que nos van a permitir determinar si f alcanza un 


extremo local en un punto crítico o no. 
Ejercicio 13.1.3. Sea f : R > R una función polinomial de grado n. 
1. Demostrar que f alcanza a lo sumo n— 1 extremos locales. 


2. Fijemos k € Z y consideremos la restricción Stk e+) : [k,k+1] > R. De acuerdo con el Teo- 
rema de Weierstrass (Teorema 8.2.10), la función f| 44.1, alcanza en el intervalo [k,k+1] 
su máximo y su mínimo globales. Dado que existen infinitos intervalos |k,k +1], ¿contradice 


esto el enunciado del ítem anterior? 
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y= f(x) 


Figura 13.2.: El gráfico de la función f : R > R, f(x) := xt — (16/3)x° + 10x—8x+1. 


Criterios de existencia de minimos locales de segundo orden 


Sea f : (a,b) + R una función diferenciable y œ € (a,b) un punto crítico de f. En el capítulo 
precedente hemos dicho que, a fin de determinar si f alcanza un extremo local en œ, es necesario 
estudiar el comportamiento de la función f’ : (a,b) + R en a. El propósito de esta sección es 
observar que, si f es dos veces diferenciable en (a,b), entonces la derivada segunda f”(a) nos 
provee información de importancia. 

Supongamos entonces que f es 2 veces derivable. Se trata de analizar el signo del incremento 
f(x) — f(@) para valores de x “cercanos” a œ. Dado que œ es un punto crítico de f, resulta 
f'(a@) =0, por lo que 


F(x) — f(a) = f(x) — f(a) — f(a) (x— a) = f(x) — pila), 


donde pı es el polinomio de Taylor de f en œ de orden 1. De acuerdo con la regla de L'Hópital 
(Teorema 12.1.17) tenemos que 
PORTONI OR OREO _ 10) 


lim HPN = 1 
ma (al «a (xa  eldaa) 2 


De esto concluimos que existe € > 0 tal que, para cada x € (@ — €, œ + £), resulta 
= f(x) — f(a) > Osi f(a) > 0; 
a f(x)— f(a) <Osi f"(a) <0. 


Esto nos provee el siguiente criterio suficiente de existencia de extremos locales de una función 
dos veces derivable. 
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Teorema 13.1.4 (Criterio de segundo orden de existencia de extremos locales). Sea f : (a,b) + R 
una función dos veces derivable y sea & € (a,b). 


a Si f'(a@) =Oy f"(a) <0, entonces f alcanza un máximo local en æ. 
a Sif'(a)=0yf"(0) >0, entonces f alcanza un mínimo local en a. 


Ejemplo 13.1.5 (Continuación del Ejemplo 13.1.2). Consideremos nuevamente la función f : 
R > R definida por 
f (x) = x4 — (16/3) + 10x? —8x+ 1. 


Hemos visto que f tiene dos puntos críticos: x = 1 y x = 2. A partir del gráfico de f (ver la Figura 
13.2) concluimos que f alcanza en x = 2 un mínimo local, en tanto que no alcanza un extremo local 
en x= 1. En relación con nuestro criterio suficiente de existencia de extremos locales (Teorema 
13.1.4), observamos que 


f(x) = 12x" — 32x +20 = 4(x— 1)(3x—5), 


de lo cual concluimos que f"(2) > Oy f"(1) =0. Dado que f'(2) =O y f"(2) > 0, del Teorema 
13.1.4 deducimos que f alcanza en x = 2 un mínimo local. Por otro lado, dado que FU) =0, el 
criterio de segundo orden no nos asegura nada. A fin de analizar el comportamiento de f en torno 
a x= l, observamos que el polinomio de Taylor pa de f de orden 4 en x= 1 coincide con f, es 


decir, f(x) = pa(x) para cada x € R. La expresión explícita de dicho polinomio es: 


f(x) = pala) = 


4 4 4 7 
334 1} + (x- 1)* = zte y x): 
Vemos entonces que f(x) < f(1) para cada x € (1,7/3) y f(x) > f(1) para cada x € (—Jo, 1). 


Esto demuestra que f no alcanza un extremo local en x= 1. 


Ejercicio 13.1.6. Sea f : (a,b) >R una función de clase CÌ y sea & € (a,b) tal que f'(a) = 
f(a) =0. Demostrar que 


= si f"(0) £0, entonces f no alcanza un extremo local en a; 
=sif"(0)=0yf£"(0) £0, entonces f alcanza un extremo local en a. 


Ejercicio 13.1.7 (Condiciones necesarias de segundo orden). Sea f : (a,b) —> R una función dos 
veces derivable y sea & € (a,b). Demostrar la siguiente “recíproca parcial” del criterio suficiente 


para la existencia de extremos locales (Teorema 13.1.4): 
= si f alcanza un máximo local en a, entonces f'(a) =0y f"(a) < 0; 


= si f alcanza un mínimo local en a, entonces f'(a) =O y f"(a) > 0. 


13.1.2. Existencia de mínimos globables: funciones convexas 


Lo que hemos visto en la sección precedente nos permite determinar los extremos locales de una 
función diferenciable. Esto puede considerarse como un paso previo en la dirección del problema 
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que realmente nos interesa, es decir, el de determinar los extremos globales de la función en 
consideración. 

Desafortunadamente, no existen herramientas “simples” que nos permitan determinan si una 
función dada alcanza sus extremos globales, salvo que se trate de una función continua definida en 
un conjunto compacto, en cuyo caso tenemos una respuesta positiva: el Teorema de Weierstrass. 
Por esto, tratándose de decidir, por ejemplo, si una función diferenciable f : (a,b) > R alcanza 
su mínimo global, vamos a restringir nuestra discusión a una clase importante de funciones: las 
funciones convexas. Una función f : (a,b) > R se dice convexa si, para cada par de puntos x,y € 
(a,b) y cada O € [0, 1], tenemos que 


F(9x+(1—0)y) < f(x) + (1-0)£(). (13.3) 


Un problema de optimización definido por una función convexa se denomina un problema de 
optimización convexa. El interés por los problemas de optimización convexa proviene del hecho 
de que dicha clase de problemas describe una serie de fenómenos de importancia práctica (ver, por 
ejemplo, [SB94] por aplicaciones en economía), y a la vez, se dispone de herramientas teóricas y 
prácticas para resolverlos. Esto último es consecuencia, en parte, de una propiedad fundamental de 
las funciones convexas: en un punto crítico, una función convexa alcanza su mínimo global. 
El propósito de esta sección es discutir resultados que nos permitan determinar si una función 
diferenciable dada es convexa y analizar la existencia de extremos globales de funciones convexas. 
Comenzamos observando que (13.3) tiene descripción geométrica simple: dado que 


int(x, y) := {0x+ (1— 0)y: 0 € [0,1]} 
representa el segmento (el intervalo) que une x con y, y similarmente, el conjunto 


10f() + (1 — 8) f(y) : 6 € (0,1) 


determina el segmento que une f(x) con f(y), podemos reinterpretar (13.3) como la condición 
de que el gráfico de f permanezca debajo del segmento que une (x, f(x)) con (y, f(y)) en el 
intervalo int(x, y) para cada x, y € (a,b) (ver la Figura 13.3). 


A 


y= f(x) 


X1 X2 


Figura 13.3.: El gráfico de una función convexa f y el segmento L que une dos puntos (x1, f(x1)) 
e (xo, f(x2)) del gráfico de f. 
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Ejemplo 13.1.8. Sea f :R— R, f(x) :=x?. Afirmamos que f es convexa. En efecto, dados x,y € R 
y 0 € [0,1], tenemos que 


(0x+(1-0)y) = 0 4+20(1-O)xy+ (1-0)? 
< 024+0(1-0)102+y)+(1-0)y? = 024 (1-0), 


donde usamos la desigualdad 2xy < x* + y?. Esto demuestra que f es convexa. 


Ejercicio 13.1.9 (Funciones cóncavas). Sea f : (a,b) + R una función. Diremos que f es cóncava 
si, para cada par de puntos x,y € (a,b) y cada 0 € [0,1], tenemos que 


f(Ox+(1—)y) > Of(x) + (1-4) f(). 
Demostrar que f : (a,b) + R es cóncava si y solo si — f es convexa. 


Las funciones convexas satisfacen una propiedad, la desigualdad de Jensen, que, en su forma 
“finita”, es el objetivo del siguiente ejercicio. 


Ejercicio 13.1.10 (Desigualdad de Jensen). Sea f : (a,b) —> R una función convexa. Dados 
X1,...,Xxn € (a,b) y 01 >0,...,0, > 0 con 01 +--- +0, = 1, demostrar que 


F(01x1 ++ OnXn) < Of (x1) SE ees Onf (Xn). 
(Sugerencia: argumentar por inducción, usando las identidades 


n Le 0; E 6; 
Y Ox = Ox + (1 a) y a” y 


i=l i=2 i=2 


para el paso inductivo.) 


Los mínimos globales de una función convexa 


y= f(x) 


Figura 13.4.: La recta tangente L al gráfico de una función convexa f en un punto x = 0%. 


Geométricamente parece claro que el gráfico de una función convexa se mantiene por “encima” 
de cualquier recta tangente al mismo (ver la Figura 13.4). Más precisamente, sea f : (a,b) > R 
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una función diferenciable. Afirmamos que si & € (a,b), entonces 
f(x) > f(a) + f'(a) x- a) (13.4) 


para cada x € (a,b). En otras palabras, dado que la expresión p(x) := f(a) + f’(a@)(x— æ) es de 
hecho el polinomio de Taylor de orden 1 en f en @, (13.4) asegura que el polinomio de Taylor 
p es un subestimador global de la función f. También es válida la afirmación recíproca: si el 
polinomio de Taylor de orden 1 de f es un subestimador global para cada a € (a,b), entonces f 
es convexa. 

En particular, (13.4) ilustra un principio general sobre las funciones convexas: a partir de infor- 
mación local sobre f (el polinomio de Taylor de orden 1 de f en œ) podemos obtener informa- 
ción global (una subestimación de f). De hecho, una consecuencia fundamental de este principio 
es que, en un punto crítico, una función convexa alcanza su mínimo global. En efecto, acep- 
tando la validez de (13.4), vemos que si f’(a@) = 0, entonces f(œ) < f(x) para cada x € (a,b). 
A su vez, invirtiendo el sentido de las desigualdades concluimos que, en un punto crítico, una 
función cóncava alcanza máximo global. En resumen, tenemos el siguiente enunciado. 


Teorema 13.1.11 (Extremos globales de una función convexa). Sea f : (a,b) + R una función 
diferenciable y sea & € (a,b). 


= Si f es convexa y f'(a) =0, entonces f(a) es el mínimo global de f. 
= Si f es cóncava y f'(a) =0, entonces f(a) es el máximo global de f. 


Ejemplo 13.1.12. Consideremos la función f : R —> R, f(x) := e — x. Como vamos a poder 
concluir más adelante, f es una función convexa. Observamos que f'(x) = e —1, por lo que 
f'(x) =0 si y solo si x= 0. De acuerdo con la caracterización de los mínimos globales de una 
función convexa (Teorema 13.1.11), tenemos que f alcanza su mínimo global en x = 0, a saber, 
f(0) = 1. Esto significa que 

e—-x>1 


para cada x € R, desigualdad que habiamos obtenido previamente a partir del Teorema del valor 
medio (Ejemplo 12.1.10). 


13.1.3. Caracterizaciones de funciones convexas y aplicaciones 


En vistas de la caracterización de los extremos globales de una función diferenciable convexa 
(Teorema 13.1.11), resulta interesante tener criterios que nos permitan identificar funciones conve- 
xas. En lo que sigue, vamos a establecer condiciones de “primer” y “segundo” orden que implican 
que una función dada es convexa. 


Condiciones de primer orden para la convexidad 


Analizamos (13.4). Supongamos en primer lugar que f : (a,b) + R es convexa y sean x, œ € 
(a,b). Sea 0 € (0, 1]. Si “despejamos” f(x) en la definición de función convexa (13.3), obtenemos 
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que 
fla+0(x-0))-f(0) 
AO ya 296) 
Haciendo tender 0 a 0 en esta expresión deducimos que f(x) > f(a) + f’(a)(x— æ), es decir, 
que vale (13.4). 
Recíprocamente, supongamos que vale (13.4) para cada x, q € (a,b). Sean x,y € (a,b) dos 


puntos distintos y sea z := 0x + (1 — @)y para cierto 6 € [0, 1]. De (13.4) vemos que 


FAZIO OE- FOVZI@+F'@O-2).- 


Multiplicando la primera desigualdad por 6, la segunda por | — 0, y sumándolas, obtenemos 


Of(x) + (1-6) f(y) > SOF Ox- 0)y—2) = f (80y + (1 — 8)x). 


En conclusión, hemos obtenido una caracterización de “primer orden” de la convexidad. Invirtien- 
do el signo de las desigualdades obtenemos una caracterización de “primer orden” de la concavi- 
dad. En resumen, tenemos el siguiente resultado. 


Teorema 13.1.13 (Caracterización de primer orden de la convexidad). Sea f : (a,b) —> R una 


función diferenciable. Entonces 
= fes convexa si y solo si f(x) > f(a) + f'(a@)(x— 02) para cada x, a. € (a,b); 
= f es cóncava si y solo si f(x) < f(a) + f'(@)(x— @) para cada x, € (a,b). 


Ejemplo 13.1.14. Sean x > 0 y a > 0. La desigualdad de Napier (Ejercicio 12.1.13) asegura que, 


si Œ < x, entonces 


1 Inx—-Ina = 1 
< KE 
x x— Q a 
En consecuencia, tenemos que Inx— lna < }(x— œ), o equivalentemente, Inx < na + }(x— a). 
A su vez, se obtiene una conclusión similar intercambiando x y a. Esto demuestra que la función 
F:(0,+0) —>R, f(x) := Inx es cóncava. 


Ejemplo 13.1.15. Consideremos la función f : (0, +) > R, f(x) := x", con r > 1. Dados x > 0 
y @ >0, tenemos que analizar el signo de la expresión 


A:= f(x)— f(a) — f'(a)(x— a) =x" — a” — ra"! (x— a). 


Supongamos en primer lugar que x > a. Entonces, por el Teorema del valor medio (Teorema 

12.1.4), tenemos que existe c € (a,x) tal que 

x! Paar a’ 
x— Q 


a=(x~a)( 


rat) =(x—a)(re"!—- ra’), 


lo que prueba que A > 0 en este caso. Por otro lado, si & > x, entonces 


a’ —x" 
a-x 


A=(a—x) (rar! ) = (a—x)(ra’! — rc!) 


285 


13. Los problemas modelo con funciones diferenciables 


conc € (x, a), lo que muestra que A > 0. Concluimos que f es convexa. 
Ejercicio 13.1.16. Sea f : (a,b) > R una función diferenciable. 


1. Demostrar que, si f es convexa, entonces 


fxs fonts < f'o) (13.5) 


para cada x,y € (a,b) con x < y. (Sugerencia: aplicar (13.4) a (x,y) ya (y,x).) 


2. Reciprocamente, si vale (13.5) para cada par de puntos x < y de (a,b), demostrar que f es 
convexa. (Sugerencia: revertir el razonamiento del ítem anterior.) 


Condiciones de segundo orden para la convexidad 


Supongamos ahora que f : (a,b) — R es dos veces derivable en (a,b). Sean x y œ dos puntos 
de (a,b). De acuerdo con la expresión explícita del error de la aproximación de Taylor de orden 1 
de f en & (Teorema 12.2.25), existe c € int(x, œ) tal que 


1 
f(x) = f(@) +f aw- a) + Sf" (ex ay. 
Por lo tanto, si f” (c) > 0 para cada c € (a,b), de la expresión anterior deducimos que 
F(x) > f(a) + f(a) (x a). 


Asi, f satisface la condición de primer orden para la convexidad, de lo cual, por el Teorema 
13.1.13, concluimos que f es convexa. 
Recíprocamente, si f es convexa, el Ejercicio 13.1.16 asegura que 


f(y) — F(x) 


= < f'y) 


f(x) < 


para cada par de puntos x,y € (a,b) con x < y. De esto deducimos que la función derivada f’ es 
creciente en (a,b), lo que implica que f” (c) > 0 para cada c € (a,b). 

Invirtiendo las desigualdades obtenemos la conclusión correspondiente para funciones cónca- 
vas. En resumen, tenemos la siguiente caracterización de “segundo orden” de la concavidad y la 
convexidad. 


Teorema 13.1.17 (Caracterización de segundo orden de la convexidad). Sea f : (a,b) + R una 


función dos veces derivable en (a,b). Entonces 
= f es convexa si y solo si f"(c) > 0 para cada c € (a,b); 
= f es cóncava si y solo si f"(c) < 0 para cada c € (a,b). 


Ejemplo 13.1.18. En el Ejemplo 13.1.15 hemos concluido que la función f : (0, +00) > R, f(x) := 
x” es convexa sir > 1. Estudiamos ahora el caso O < r < 1. Observamos que f es 2 veces derivable 
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f'E = rr- Vx? 


para cada x € (0, +00). Por lo tanto, si r < 1 vemos que f" (x) < 0 para cada x € (0, +00), lo que 
demuestra que f es cóncava en este caso. 


Ejercicio 13.1.19. Demostrar que las siguientes funciones son convexas o cóncavas, según co- 


rresponda. 
a f:R-R, f(x) := a" es convexa para cada a > 0, 
= f:(0,+%)—> R, f(x) := log, x es cóncava sia > 1 y es convexa si O <a< 1. 


Ejercicio 13.1.20. Demostrar que x > senx > 2x/n para cada x € [0, T /2]. 


Desigualdades por medio de argumentos de convexidad 


Muchas desigualdades clásicas del análisis pueden deducirse por medio de argumentos que 
involucran funciones cóncavas o convexas (ver, por ejemplo, [HLP34, Chapter II]). En los ejerci- 
cios que siguen vamos a considerar tres desigualdades fundamentales: la desigualdad de la media 
aritmética y la media geométrica (AM-GM, según su sigla en inglés), la desigualdad de Hólder 
y la desigualdad de Minkowski. 


Ejercicio 13.1.21 (Desigualdad de la media aritmética y la media geométrica). Dados reales po- 


SitiVOS X1,...,Xn, se define su media aritmética por (x; +--- +xXn)/n y su media geométrica 
por +/X; ...Xn. Demostrar que la media aritmética de xı,...,Xn es mayor o igual que la media 


geométrica, es decir, 
X1 + Ees + Xn 


n 


AY XY ak Nns 


(Sugerencia: aplicar la desigualdad de Jensen (Ejercicio 13.1.10) a fin de demostrar que el lo- 
garitmo natural de la media aritmética es mayor o igual que el logaritmo natural de la media 
geométrica.) 


Ejercicio 13.1.22 (Desigualdad de Hólder). El objetivo del presente ejercicio es demostrar la 
desigualdad de Holder: dados p,q > 1 con 1/p+1/q=1yx1,Y1,...,Xn,Yn ER, 


n n 1/p/ n 1/q 
Y xy < (Lh) (Xba) ‘ (13.6) 
i=l i=l i=l 


= Demostrar que sia >0,b>0y0< 9 < 1, entonces a®b!~® < Ba+ (1-0). 


|P Ja 
= Aplicar esta desigualdad en el caso a := PAE b := E y O:=-, 
iat yl? iat 19511 
Jp 1/p Jq 1/q Jp Jq 
y deducir que ( Ixil ) ( oi ) < bl ba i 
j=l |x|? j=1 [y;|2 PX- |xj|? qX- lyil4 


= Sumar estas desigualdades para 1 <i < n y deducir (13.6). 
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Ejercicio 13.1.23 (Desigualdad de Minkowski). Dados p > 1 y x1,¥1,---,;Xn, Yn € R, demostrar 
la desigualdad de Minkowski: 


(Ler) "(Zier)" + (Zar) 


i=1 i=l i=l 


(Sugerencia: si p > 1, usar que |a+b|? = |a + b| |a + b|?/4 < |a| [a+ b|?/1 + |b| |a+|?/7, siendo 
q> 1 tal que 1/p+1/q= 1, y aplicar la desigualdad de Hölder (13.6) a cada sumando de la última 
expresión.) 


13.2. Puntos fijos: la iteración de punto fijo revisitada 


En esta sección retomamos otro de nuestros problemas modelo: el de la determinación de los 
“estados de equilibrio” del “proceso de evolución” que define una función f : A C R > R dada. 
Más precisamente, se trata de decidir la existencia de puntos fijos de f, esto es, elementos @ € A 
tales que f(@) = Q y, a la vez, determinarlos, es decir, hallar sucesiones que converjan a los 
mismos. 

En la Sección 8.3 hemos obtenido una condición suficiente de existencia y unicidad de puntos 
fijos de una función continua f : A C R > R: el Teorema de punto fijo. El Teorema de punto fijo 
(Teorema 8.3.9) afirma que, si A es cerrado y f : A—> A es contractiva, es decir, existe 0 < L < 1 
tal que 

IFE) — f0) < Llx— yl (13.7) 


para cada par de puntos x, y € A, entonces existe un único punto fijo a € A de f. 

Más aún, la demostración de Teorema de punto fijo es constructiva, y básicamente asegura 
que, en las condiciones del enunciado del teorema, cualquier sucesión que corresponda a una 
“iteración de punto fijo” asociada a f converge al punto fijo de f. Recordamos que, partiendo 
de ao € A arbitrario, la iteración de punto fijo consiste en considerar la sucesión (a,)»>0 definida 
por an+1 := f (an) para cada n > 0. 

Observamos que (13.7) establece que el incremento de f debe controlarse globalmente de for- 
ma lineal, de forma similar a que ocurre en el Teorema del valor medio (Teorema 12.1.4). En 
consecuencia, combinando el Teorema de punto fijo y el Teorema del valor medio, como hemos 
hecho en el análisis del punto fijo de la función cos : R —> R (Lema 8.3.1), obtenemos resultados 
de existencia de puntos fijos de funciones diferenciables, cuyo contenido es el objetivo de los dos 
ejercicios siguientes. 


Ejercicio 13.2.1. Sea f : [a,b] > [a,b] una función continua que es derivable en (a,b) tal que 
SUPE (a,b) |f’(x)| < 1. Demostrar que f posee un único punto fijo a en [a,b] y la sucesión (an)n>0, 


An+1 := f (dn) (n > 0) converge a & para cada ay € {a,b}. 


Ejercicio 13.2.2. Sea f : [a,b] > [a,b] una función de clase C! tal que |f'(x)| < 1 para cada x € 
[a,b]. Demostrar que f posee un único punto fijo œ en [a,b] y la sucesión (an)n>0, An+1 := f (an) 


(n > 0) converge a & para cada ay € [a,b]. 
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Ejercicio 13.2.3. Sea g : R —> R una función derivable con derivada acotada. Fijemos yo € R y 
consideremos la ecuación yy = x + €g(x), o equivalentemente, 


yo — €g(x) =x. (13.8) 


Demostrar que, si € - SUp,cp lg (x)| < 1, entonces (13.8) posee una única solución en R. (Suge- 
rencia: considerar (13.8) como un problema de punto fijo.) 


13.2.1. Una condición local de convergencia 


Sea f : (a,b) — R una función diferenciable que tiene un punto fijo œ € (a,b). Queremos saber 
si es posible determinar œ por medio de una iteración de punto fijo, es decir, se trata de determinar 
ao € (a,b) tal que la sucesión (a,),>0 definida por a, +1 := f(an) (n > 0) converge a a. Para 
esto, vamos a definir el dominio de atracción de œ como el conjunto formado por los elementos 
ay € (a,b) a partir de los cuales la iteración de punto fijo an+ı := f(an) (n > 0) converge a @. 
En particular, diremos que Q es atractivo si existe € > 0 tal que el intervalo (a — e, œ + €) está 
contenido en el dominio de atracción de œ. Por el contrario, diremos que & es repulsivo si existe 
€ > 0 tal que, para cada ag € (a,b) con 0 < jay — @| < e, la sucesión (an)n>0, An+1 := f (an) 
(n > 0) en algún momento “sale” de (@— €,@+ €). 


Ejemplo 13.2.4. En el caso de la función cos : R + R, de acuerdo con el Ejercicio 8.3.3, la 
sucesión (an)n>0 definida por an+1 := cosa, converge al único punto fijo œ de cos para cada 
ay ER. Así, el dominio de atracción de dicho punto fijo a es R. 


Ejemplo 13.2.5. Consideremos la función f : R > R, f(x) := H4+x —x*), que tiene dos puntos 
fijos: —4 y 1. Queremos analizar la convergencia de la sucesión (an)n>0, An+1 := fan) (n > 0) 
para valores de ag en un entorno de —4 y de 1. 


Comenzamos analizando la convergencia de (an)n>0 a —4. Tenemos que 


1 
An+1 +4| = a? — An — 20| = Zan + 4]|an — 5}. 


En consecuencia, si |an + 4| < 1, entonces an +4 < 1, y por lo tanto, a, —5 < —8, con lo cual 


resulta |an — 5| > 8. Esto implica que 
lan+1 +4| > 2la, +4. 


Concluimos que —4 es un punto fijo repulsivo de f, dado que, si O < lay +4| < 1, en tanto se 
ay +4|. Esto 


satisfaga la condición O < |am +4| < 1 para 0 < m < n, tendremos que |an +4| > 2” 
demuestra que necesariamente algún término a, satisfará la condición |an +4| > 1. 


Analizamos ahora la convergencia de (an)n>0 a 1. Para esto, observamos que 


1 1 1 
lan41 — 1| = gáta a?) 1| = gla an| = ¿lanllan 11. (13.9) 


En consecuencia, si |an — 1| < 1, entonces 0 < a, < 2, y por lo tanto, |an| < 2. De esto deducimos 
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que |an+1 — 1| < $lļan — 1|, y por ende, que (an)n>0 converge a 1 para cada ay € (0,2). Cabe ob- 
servar que podríamos haber obtenido un resultado del mismo tipo por una aplicación del Teorema 


de punto fijo (Teorema 8.3.9): teniendo en cuenta que f([0,2]) C [0,2] y f es contractiva en [0,2], 
ya que 


1 1 
10910) = Gl? xy? ty] = Globe 1 < Shey 


para cada x,y € [0,2], el Teorema de punto fijo asegura que la sucesión (an)n>0 converge a 1 para 
cada ay € [0,2]. En todo caso, la conclusión es que 1 es un punto fijo atractivo, cuyo dominio de 


atracción contiene al intervalo [0,2]. 


Ejercicio 13.2.6. El objetivo del presente ejercicio es demostrar que el dominio de atracción de 
1 para la función f : R > R, f(x) := 1(4 +x— x?) del ejemplo precedente es el intervalo (—4, 5). 


1. Demostrar que el intervalo (-4,4) está contenido en el dominio de atracción de 1. (Suge- 
rencia: usar la estimación (13.9).) 


2. Demostrar que f([4,5)) = (—4,—2] y concluir que el intervalo [4,5) está contenido en el 


dominio de atracción de 1. 


3. Demostrar que si x ¢ (—4,5), entonces f(x) < —4. Concluir que el dominio de atracción 


de 1 es (-4,5). 


En lo que sigue, nuestro propósito es determinar condiciones que implican que un punto fijo œ 
de una función diferenciable f : (a,b) — R es atractivo. Dado que se trata de una condición que 
atañe el comportamiento local de una función diferenciable en torno a œ, podemos utilizar una 
estrategia que ya hemos empleado: linealizar. 


Z 66 


En efecto, la diferenciabilidad de f en œ implica que, si x está “cerca” de @, entonces 
f(x) © fla) + f'(a)(x— 0) = a+ n(x- a), 


siendo y := f’(a@). Así, a fin de tener indicios sobre el comportamiento de la iteración de punto 
fijo an+1 := f(an) (n > 0), comenzando en valores de ay “cercanos” a œ, vamos a estudiar el 
comportamiento de la linealización b,+1 := 04 + N (bn — 0) (n > 0) para valores de bo “cercanos” 
a & (pero distintos de œ). En tal sentido, tenemos que 


but — O = (bn — 2) = (0,10) ===" (by a). 


Concluimos que (bn )n>0 converge a a si |n| = | f’(@)| < 1, tiende a infinito si |n| = | f'(a)| > 1 
y no tiene un comportamiento definido si |n| = 1. 

Analizamos ahora el comportamiento de la iteración original a, +1 := f (an) (n > 0) para valores 
de a, “cercanos” a œ. Supongamos en primer lugar que | f’(a@)| < 1. La diferenciabilidad de f en 
O. asegura que, para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que 


|œ- f(a) — f(a) w- | < elx- a] 


para cada x € (a,b) con 0 < |x— ax] < ô. Dado que |f’(a)| < 1, tenemos que existe & > 0 tal que 
|f (œ)| +£ < 1. En consecuencia, existe dp > 0 tal que, para a, € (a,b) con 0 < |an — a| < ĉo, 
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resulta 
an+1 — a — f!(a)(an = ar) | = | f (an) — f(a) — f'(@) (an e a) | < Elan — a, 


y por lo tanto, 
lant — ot] < (£'(0)| + leo) lan — a| < Jan — al. (13.10) 
Así, si 0 < lag — &| < do, argumentando en forma inductiva concluimos que, o bien ay = Q para 


algún N € N, en cuyo caso (an)n>0 converge a a, o bien 0 < |an — œ| < dp para cada n > 0. En 
este último caso, de (13.10) deducimos que 


[an +1 0d < (f"(@)| +]801)"* lao — æl 


lo cual implica que (an)n>0 converge a œ. 
Por otro lado, si |,f’(a)| > 1, un razonamiento similar al precedente muestra que Q es repulsivo 
(ver el Ejercicio 13.2.9). En conclusión, tenemos el siguiente resultado. 


Teorema 13.2.7 (Clasificación de los puntos fijos). Sea f : (a,b) + R una función diferenciable 
en un punto fijo œ € (a,b). Tenemos que: 


= si|f'(0)| < 1, entonces & es atractivo; 
a silf'(0)| > 1, entonces & es repulsivo. 


Ejemplo 13.2.8. En el Ejemplo 13.2.5 hemos considerado la función f : R > R, f(x) := L(4+ 
x—x?), que tiene dos puntos fijos: —4 y 1. Analizando la iteración an+1 := f(an) (n > 0) hemos 
concluido que 1 es atractivo y —4 es repulsivo. Es mucho más fácil arribar a estas conclusiones 
utilizando nuestro resultado de clasificación de los puntos fijos de funciones diferenciables: dado 


que 
9 1 
1 —4 are f 1 = 
eA OS aa 
el Teorema 13.2.7 asegura que —4 es repulsivo y 1 es atractivo. 


Ejercicio 13.2.9. Sean f y & con las hipótesis del Teorema 13.2.7, y supongamos adicionalmente 
que |f'(0)| > 1. 
1. Demostrar que existen e > 0 y 8 > 0 que satisfacen las siguientes condiciones: | f'(a)| — 
€ > 1 y para cada x € (a,b) con O < |x— Q| < 6, tenemos que 
F(x) — Fx) > (1F'(a)|—e)lx—al. 
2. Concluir que si ay € (a,b) es tal que 0 < jay — &| < 6 y definimos an+ı := f (an) para cada 
n > 0, entonces existe N € N tal que jay — Q| > 6. 


Ejercicio 13.2.10 (El caso |f'(œ)| = 1). Sea f: RR, f(x) :=x?— x+ 1, y consideremos la 
iteración an+1 := f (an) (n> 0). 


1. Demostrar que si ag € (0,1), entonces (an)n>0 es creciente y acotada, y por lo tanto, con- 
verge al. 
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2. Demostrar que si ay > 1, entonces (dn)n>0 tiende a +00, 


Ejercicio 13.2.11. Sean f y Q con las hipótesis del Teorema 13.2.7, tales que |f'(a@)| < 1. Sea 
do € (a,b) tal que la sucesión (an)n>0, An+1 := flan) (n > 0) converge a QU y an # Q para cada 
n > 0. Demostrar que 
- An 1 a 
lim 221 = f'(a). 
aa a 
Ejercicio 13.2.12. Sea f} : [0,1] > [0,1] la función fy (x) := Ax(1— x), donde A € (0,4]. 
1. Demostrar que si À < 1, entonces f}, es contractiva y 0 es el punto fijo. 
2. Demostrar que si À > 1, entonces f} tiene dos puntos fijos. 


3. Clasificar los puntos fijos del ítem anterior para À > 1. 


Ejercicio 13.2.13. (Comparar con el Ejercicio 8.3.14) A fin de determinar el punto fijo & ~ 5 de la 
función f : (0, +00) + R, f(x) := — lnx, se proponen las siguientes formulas de iteración: an41 := 
— Inan, Any 1 =e, Ans := (a, te) /2. ¿Cuáles de estas fórmulas pueden utilizarse? ¿Cuál 
de estas fórmulas debería utilizarse? 


13.2.2. Orden de convergencia en la iteración de punto fijo 


En la discusión sobre el Teorema de punto fijo de la Sección 8.3 hemos introducido la noción 
de orden de convergencia de una sucesión (Definición 8.3.15): (an)n>0 converge a œ con orden 
p= 1 si existe L > 0 tal que 

lím lan+1 a a| =L 

n=% jan — a|? 
Como vemos del Ejercicio 13.2.11, si una sucesión (an)n>0 de la forma a, 1 := f(an) (n > 0), 
siendo f : (a,b) > R diferenciable, converge a un punto fijo @ de f con 0 < | f’(a@)| < 1, entonces 


lo hace con orden lineal. Por otro lado, si f’ (a) = 0, dado que 


el orden de convergencia de (an)n>0 a Y es mayor que lineal. La cuestión en tal caso es cuál 
es el orden de convergencia. Dado que la estrategia de “linealizar” a f en un entorno de œ no 
nos permite determinar dicho orden de convergencia, vamos a recurrir a las herramientas para el 
análisis del comportamiento local de f en torno a & que nos proveen los desarrollos de Taylor de 
f en un entorno de @. 

El siguiente resultado determina el orden de convergencia de las sucesiones que produce de la 
iteración de punto fijo asociada a una función f varias veces derivable. 


Teorema 13.2.14 (Orden de convergencia en la iteración de punto fijo). Sea f : (a,b) + R una 
función con un punto fijo œ € (a,b). Supongamos que f es k veces derivable en  y satisface las 


condiciones 


f'(a) = = fw) =0, fO (a) 20. 
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Sea ay € (a,b) tal que la sucesión (an)n>0, an+1 := flan), está bien definida, a, # & para cada 
n> 0, y converge a a. Entonces (dy )n>0 converge con orden k. 


Demostración. Dado que f'(a) =---= f% (æ) =0, el polinomio de Taylor py de f de orden 

k en & es 

f(a) 
k! 


Sea rz : (a,b) > R, rg (x) := f(x) — p(x). Tenemos que f (an) = pr(an) +1% (an), de lo que dedu- 


(x-a). 


pr(x) = f(a) + 


cimos que 


la ak + r(dy)|. 


Pe ea AE ES 


Dado que a, 4 œ, dividiendo esta identidad por |an — a|* resulta 


anı- -A (a) rlan) 


|an Sat (a, — oe) | 


El Teorema de Taylor (Teorema 12.2.14) asegura que limy—qr(x)/(x — a)‘ = 0. Como (an)neN 
converge a 0%, vemos que limps. |r(an)|/|an — o|* = 0, y por lo tanto, 


Esto demuestra que (an )nen converge a &œ con orden k. 


Ejemplo 13.2.15 (Método de Halley). Un conocido método para resolver una ecuación f(x) = 
en forma aproximada es el método de Halley. Si a € R es una raíz de una función f : R —> R de 
clase C?, el método de Halley consiste en considerar, comenzando en una aproximación inicial ay 
de &, la sucesión (ay)n>0 definida por 


Fan) f’ (an) 
Ta -F a "= (13.11) 


(ver [ST95] por una derivación geométrica del método de Halley y una demostración de que el 


An+1 := An 


método de Halley tiene orden de convergencia cúbico). 


En este ejemplo vamos a demostrar que la aplicación del método de Halley a la ecuación 
xX =a para a € R fijo tiene orden de convergencia cúbico. Para esto, si f : R —> R es la función 


f (x) := xX — a, entonces (13.11) toma la forma 


2 (06d) _ anla} +24) 
mi ay — (a3 —a)(6an)/2 2ai+a ` 


(13.12) 


Supongamos sin pérdida de generalidad que a > 0 y sea g : (0, +00) > R la función 


x(x? + 2a) 


gl wta ~ 
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Entonces (13.12) resulta de hecho la iteración de punto fijo definida por 
An+1 :=8(4n) (n> 0). 


Supongamos que, para cierto ay > 0, la sucesión (an)n>0 de (13.12) converge a x/a. A fin 
de determinar el orden de convergencia de dicha sucesión, de acuerdo con el resultado sobre 
el orden de convergencia de la iteración de punto fijo (Teorema 13.2.14) es necesario analizar 


cuántas derivadas sucesivas de g se anulan en x/a. Tenemos que 


g (x)= Ta g'(x) = 36ax? (xè a) g" (x)= ~36ax(8x° — 19ax? + 2a”) 
(2x3 +a)?’ (2x3 +a) ” (2x3 +a) 


De la expresion explicita de las derivadas sucesivas de g vemos que 
¿(Va =2"(Va) =0, g"(Ya) =4a 40. 


De esto concluimos que, si (an)n>0 converge, converge a v/a con orden cúbico. 


Ejercicio 13.2.16 (Método de Steffensen). Otro método para resolver una ecuación f(x) =0 en 
forma aproximada es el método de Steffensen. Si œ € R es una raíz de una función f : R —> R 
de clase C? y ay es una aproximación inicial a œ, el método de Steffensen consiste en producir la 


sucesión (An)n>0 definida por 


flan) — Fan + f(an)) — f (an) 
aa ee fan) 


1. Sea f: RR, f(x) := x —a. Expresar (13.13) en la forma ay, = h(an) (n > 0) para una 


función h adecuada. 


(13.13) 


An+41 := An — 


2. Demostrar que, si converge, la sucesión (an)n>0 converge a x/a. 


3. Demostrar que, si (an)n>0 converge, entonces, bajo hipótesis adecuadas, lo hace con orden 


cuadrático. 


Como hemos visto, el resultado sobre el orden de convergencia de una iteración de punto fijo 
(Teorema 13.2.14) asegura que, si converge, el orden de convergencia de una sucesión (dn) nen 
de la forma a, +1 := f(an) (n > 0) depende directamente de la cantidad de derivadas de f que se 
anulan en el punto fijo @ de f al que (a, )»>0 converge. En consecuencia, si se trata de aproximar 
un punto fijo œ € R de varias funciones, a efectos de obtener la sucesión (4, )nen de la iteración de 
punto fijo con mayor “velocidad” de convergencia a œ es conveniente que la sucesión considerada 
sea la correspondiente a la función para la cual la mayor cantidad de derivadas posibles se 
anulen en @. Por ejemplo, a efectos de aproximar /a es preferible utilizar la iteración del método 
de Halley (Ejemplo 13.2.15) que la del método de Steffensen (Ejercicio 13.2.16). 
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13.3. Resolución de ecuaciones: el método de Newton 


El último de los problemas modelo que vamos a considerar en este capítulo es el de la resolución 
de ecuaciones definidas por medio de funciones diferenciables. En tal sentido, vamos a discutir el 
método de Newton, que ya hemos considerado a efectos de resolver ecuaciones polinomiales 
(Sección 7.4.2). Dado que la deducción del método de Newton en este contexto general es muy 
similar a la correspondiente para ecuaciones polinomiales, la recordamos brevemente. Sea f : 
(a,b) > R una función diferenciable con un cero simple œ € (a,b), es decir, un cero & tal que 
f'(œ) 4 0. Dada una aproximación a de a, para valores de x “cercanos” a a tenemos que f(x) ~ 
f(a) + f'(a)(x— a), por lo que el cero œ de f debería estar “cerca” del cero de la función lineal 


x> f(a)+f'(a)(x—a), es decir, b:=a— f (a) / f'(a). Por lo tanto, sería de esperar que la sucesión 
(an)nen definida por 


An+1 := An 


Le aao 

f'(an) 
converja al cero œ de f en consideración. Esta es la sucesión del método de Newton aplicado a 
la ecuación f(x) = 0. 

Observamos que, si definimos g(x) := x— f (x)/ f'(x), entonces la sucesión del método de New- 
ton es la iteración de punto fijo a, +1 := g(an). Así reducimos el problema de resolver la ecuación 
f(x) =0 al de determinar puntos fijos de g. En particular, si la sucesión (an)n>0 del método de 
Newton converge a a € R, debe ser f’(a)g(a) — f'(a)a = f(a), y por lo tanto, f(a) =0. 

Ahora bien, cabe preguntarse por qué el método de Newton es una “buena” reducción, habi- 
da cuenta de que existen diversas reducciones (los métodos de Halley del Ejemplo 13.2.15 y de 
Steffensen del Ejercicio 13.2.16 son ejemplos en tal sentido). La respuesta se explica en térmi- 
nos de orden de convergencia: es un método “simple” (más simple que los métodos de Halley y 
Steffensen) cuyo orden de convergencia es cuadrático. 


13.3.1. El orden de convergencia del método de Newton 


A fin de determinar el orden de convergencia del método de Newton, dado que se trata de 
una iteración de punto fijo, podemos aplicar el resultado sobre el orden de convergencia de tales 
iteraciones (Teorema 13.2.14). En efecto, dada una función f : (a,b) + R de clase C? tal que 
f(a) =0y f'(a) £0 para cierto œ € (a,b), supongamos que la sucesión (a, ),>0 del método 
de Newton converge a œ, comenzando en ay € (a,b). Si g : (a,b) + R es la función definida por 
g(x) :=x— f(x)/ f'(x) (que suponemos bien definida en (a,b)), tenemos que determinar cuántas 
derivadas de g se anulan en @. Para esto, tenemos que 


FPO -EA _ FOF") 
Fx) Py 


En consecuencia, dado que f(a) =0 y f’(a@) £0 por hipótesis, concluimos que g'(a) = 0. Apli- 


8 (0) =1 


cando el resultado sobre el orden de convergencia de la iteración de punto fijo (Teorema 13.2.14), 
obtenemos el siguiente resultado. 
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Lema 13.3.1. Sea f : (a,b) + R una función de clase C? tal que f'(x) 4 0 para cada x € (a,b). 
Sea a € (a,b) tal que f(œ) =0 y supongamos que la sucesión (an)n>0 del método de Newton 
está bien definida y converge a Q para cierto ay € (a,b). Entonces (an)n>0 converge con orden al 


menos cuadrático. 


Ejercicio 13.3.2 (El método de Newton para raíces dobles). Sea f : (a,b) + R una función de 
clase C? en (a,b) que tiene una raíz doble en un punto & € (a,b), tal que f'(x) 4 0 para cada 


x € (a,b) {a}. 


1. Demostrar que, si la sucesión (an)n>0 del método de Newton converge a Q, lo hace con 
orden lineal. (Sugerencia: estudiar lim,_,¢, g’(x).) 


2. Sea (bn)n>0 la sucesión definida por by+1 = by —2f (bn) /f'(bn) para cada n > 0. Demostrar 
que, si (bn)n>0 converge a a, lo hace con orden al menos cuadrático. 


13.3.2. Convergencia local del método de Newton 


En la discusión de la sección precedente partimos de suponer la convergencia de la sucesión 
correspondiente. En esta sección nos proponemos establecer condiciones sobre ay que garanticen 
que la sucesión (a,)»>0 del método de Newton, comenzando en ao, converge a una raíz de la 
función en consideración con orden al menos cuadrático. 

Para esto, sea f : (a,b) — R una función de clase C? en (a,b) tal que existe œ € (a,b) con 
f(a) =0y f'(a) £0. Sea ay € (a,b). Si f'(ap) 40 y ar := ao — f(ap)/f'(ap), queremos deter- 
minar el error a; — & en función de ay — A. Tenemos que 


f(a) _ 1 l 


A Fa) Fao) f (a0) + f"(a0)(a0 — &)) 
= Fay (I) f (a0) f'(ao) (œ —ao)). 


Podemos ver a la expresión entre paréntesis en la segunda línea como el desarrollo de Taylor de la 
“función” f(a) en torno a ag. En consecuencia, por la expresión explícita del error del desarrollo 
de Taylor (Teorema 12.2.25) concluimos que existe cy en el intervalo int(ao, œ) definido por ay y 
a tal que 


_ f"(co) 2 
o (0 (13.14) 


Esta expresión es clave a fin de determinar condiciones sobre ay que garanticen que a, está 


aı— Q 


bien definido y resulta una mejor aproximación de œ que ay (comparar con (7.20) para ecuaciones 
polinomiales). Dado que queremos que a; — & sea “chico”, necesitamos controlar inferiormente 
|f (ao)| y superiormente |f” (co)|. Supongamos entonces que la función f : (a,b) — R satisface 
las estimaciones: 


(A) existe p > 0 tal que | f’(x)| > p para cada x € (a,b), 


(B) existe y > 0 tal que |f” (x)| < y para cada x € (a,b). 


296 


13.3. Resolución de ecuaciones: el método de Newton 


En tal caso, de (13.14) deducimos que a; está bien definido y 
Y 2 
-a| < lay — aj”. 
ay | = 29 [ao | 


Asimismo, queremos que a; pertenezca al intervalo (a,b) y |a; — &| sea menor que |ay — a, 
para lo cual pedimos que se satisfagan las siguientes condiciones: 


(©) sin := |ao— a 


, entonces [4 — 9,0 +n] C (a,b), 
(D) lap — a] < p: 


Estas dos condiciones aseguran que a; € (a,b) y |aı — @| < 4|ao — @|. En efecto, 


1 1 
laz al < zla al? = (Ha al) a a| < zla a|. 


Concluimos que |a; — | < n, de lo cual, por (C), resulta a; € (a,b). Además, tenemos 


Jar -al < ja-a < Ê. 


En otras palabras, a; está bien definido y satisface las condiciones (C) y (D). 
Si aplicamos estos argumentos inductivamente, concluimos que la sucesión (an )n>0 del método 
de Newton, comenzando en ag, está bien definida y satisface la condición 


1 
lan+1 E a| < =|@n ~~ al 
2 


para cada n > 0. Esto muestra que (|an — O|)n>0 converge a 0, es decir, que (an)n>0 converge a 
a. En consecuencia, tenemos que (an)n>0 converge con orden al menos cuadrático (Lema 13.3.1). 
Así, hemos demostrado el siguiente resultado. 


Teorema 13.3.3 (Convergencia local del método de Newton). Sea f : (a,b) > R una función 
de clase C? que satisface las condiciones (A) y (B). Sea QU € (a,b) con f(&œ) = 0 y ao € (a,b) 
que satisface las condiciones (C) y (D). Entonces la sucesión (an)n>o del método de Newton, 


comenzando en do, converge a & con orden al menos cuadrático. 


Ejemplo 13.3.4. Si bien el resultado precedente de convergencia local no es efectivo, en el sentido 
de que no nos permite deducir condiciones explícitas de convergencia para una función dada, nos 
ofrece una “guía” sobre cómo obtenerlas. 

A fin de ilustrar estas ideas, consideramos la ecuación xlnx = 1. Si f : (0,+%) > R es la 
función f(x) := xlnx— 1, es fácil ver que f(1)-f(2) <0, f' es positiva en (e~!, +00) y creciente, 
y f" es positiva y decreciente. De esto fácilmente deducimos que 1 < f'(x) yO < f"(x) < 1 para 
cada x € [1,2]. Por último, la función g : [1,2] > R, g(x) := x — f (x)/ f'(x) está bien definida y 
g([1,2]) € [1,2]. Concluimos que, si ag € [1,2], la sucesión (an)n>0 del método de Newton está 
bien definida. Argumentando como en el Teorema 13.3.3 vemos que, si & € (1,2) es la solución 
de xlnx = 1, entonces |an+ı — &| < 27* a, — a|? para cada n > 0. Esto muestra que (an)n>0 


converge a & con orden cuadrático. 
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Ejercicio 13.3.5. Analizar la convergencia de la sucesión (an)n>0 del método de Newton, comen- 


zando en ay € (1,2), a fin de resolver la ecuación x=2—e=%, 


Ejercicio 13.3.6. Sea f : (a,b) >R una función de clase C? que tiene una raíz doble en un punto 
a € (a,b). Supongamos además que f(x) #0 para cada x € (a,b) \ {a}. 


1. Demostrar que existe € > 0 tal que, si 0 < |x— | < €, entonces 


EA 
ear at OS aa 


2. Demostrar que si (@—€,4+€) C (a,b) y ay € (A—E,0+E€), entonces la sucesión (an) n>1 
del método de Newton, comenzando en ay, converge a Q. 


Ejercicio 13.3.7. Sea f : (a,b) >R una función de clase C? que tiene una raíz doble en un punto 
a € (a,b). Supongamos además que f(x) #0 para cada x € (a,b) \ {a}. 
Sea (bn)n>1 la sucesión definida por by+1 = bn — 2f (bn) /f'(bn) para cada n > 0. 


1. Si bọ 4 &, demostrar que existe co € int(bo, 0) tal que 


p flo) _ =F (co) + f” (co) (co — a) 
f'(bo) f" (co) l 


bo -a 


2. Demostrar que existe dy € int(co, 4%) C int(bo, a) tal que 


b _ em LND 

neas F 0) _=f (do) (do a) 

f' (bo) f” (co) 

3. Concluir que existe € > 0 tal que, si by € (œ — £€,& + €), entonces la sucesión (bn)n>0, 
comenzando en bo, converge a 0. 


13.3.3. La convergencia global para funciones convexas 


El teorema precedente es un resultado de convergencia local: la sucesión del método de Newton 
converge cuadráticamente a un cero simple œ de una función siempre que comience “suficien- 
temente cerca” de œ. Desafortunadamente, es sumamente complicado determinar si un punto ay 
dado está “suficientemente cerca” de œ como para que la correspondiente sucesión converga. Sin 
embargo, como vamos a ver, en ciertos casos es posible obtener resultados de convergencia global 


(comparar con el Teorema 7.4.18). 


Teorema 13.3.8 (El método de Newton para funciones convexas). Sea f : R > R una función de 
clase C. Si f'(x) > 0 para cada x € R, f es convexa en R y tiene un cero a € R, entonces la 


sucesión del método de Newton converge a & para todo ay € R. 


Demostración. Supongamos en primer lugar que ao > Q y sea (an)n>0 la correspondiente suce- 
sión del método de Newton. Argumentando por inducción en n, afirmamos que, si e, := an — Q 
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para cada n > 0, entonces en > en+1 > 0 para cada n € N. En efecto, si a, > a@, dado que f es 
estrictamente creciente, resulta f(a,) > f(@) =O y £'(a,) > 0. En consecuencia, 


flan) flan) 
== a= a= < ú 
en+1 An+1 An F'(an) en F'(an) Sen 
Por otro lado, de acuerdo a (13.14) tenemos la siguiente expresión del error 
Lf" (cn) 2 


ent1 = 2 Flan)" (13.15) 
Dado que f"(cn) > 0, ya que f es convexa (Teorema 13.1.17), y f'(an) > 0, concluimos que 
en+1 > 0. Así, la sucesión (en)nen es decreciente y acotada inferiormente, de lo que concluimos 
que converge. Esto a su vez implica que (an)nen converge, y por ende, que converge a un cero B 
de f. Como f es una función estrictamente creciente, su único cero es &, y por lo tanto B = a, 
como queríamos demostrar. 

Supongamos por último que ay < a. Entonces, por (13.15), resulta e, > 0, y por lo tanto, a; > a. 
Por lo tanto, podemos aplicar el razonamiento del caso ag > œ y concluir que la sucesión (an)n>0 


converge a QA. 


Ejercicio 13.3.9. Para la ecuación x Inx = 1 del Ejemplo 13.3.4, demostrar que la sucesión del 
método de Newton (an)n>o de dicho ejemplo converge a la única solución a de dicha ecuación 


para cada ay > Q. 
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El cálculo del área de una figura plana es un problema fundamental de la matemática, con 
importantes aplicaciones. En los próximos tres capítulos vamos a discutir el problema del cálculo 
del área de figuras planas determinadas por el gráfico de una función. 


Sea f : [a,b] > R una función continua. Supongamos para simplificar que f(x) > 0 para todo 
x € [a,b] y consideremos el conjunto 


A:={(x,y) ER?:a<x<b,0<y< fla). 


Nos proponemos discutir una noción de área de A, partiendo de suponer que podemos determinar 
el área de rectángulos. Para esto, dando por válida la aditividad de las áreas (es decir, el área de la 
unión de dos figuras cuyos interiores no se intersecan es la suma de las áreas correspondientes), 
consideramos uniones de rectángulos que “aproximan” a A en algún sentido. Dado que el conjunto 
A es suficientemente “regular”, vamos a ver que el área de estas uniones se aproxima, cuando 
“refinamos” estas uniones de rectángulos subdividiendo la base de cada rectángulo y ajustando su 
altura convenientemente, a un valor común, que denominamos el área de A. 


Por la forma particular de A, basta considerar uniones de rectángulos U?_¡R; del tipo 


Ri = [xi-1,i] x (0, ni] (1 < i< n) 


siendo a =: xo < x1 < ++- < Xn := b y n; := f(&), donde &; es un punto arbitrario del intervalo 
[xi-1,x;] para 1 < i < n (ver la Figura 14.1). 


Más generalmente, dada una función f no necesariamente positiva en [a,b], a fin de obtener 
una extensión a la vez operativa y significativa de la noción de “área”, vamos a considerar como 
“positiva” el área de los rectángulos R; contenidos en R? N {y > 0}, y “negativa” el área de los rec- 
tángulos R; contenidos en R? N {y < 0}. Con esta extensión de la noción de área de un rectángulo 
Ri, que vamos a denominar la integral definida de R;, la suma de las integrales definidas de los 
rectángulos 

R; := [xi-1, Xi] x [n;, 0] o Ri := [xi-1,%i x [0, ni] 


(según sea N; < 0 o N; > 0 respectivamente), como en el párrafo anterior, nos conduce a la noción 
de integral definida de una función continua f : [a,b] — R en el intervalo [a,b], que desarrolla- 
mos a continuación. 
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Figura 14.1.: La suma de Riemann de una función f : [a,b] > R asociada a una partición P com- 
puesta por los puntos xo := a, X1, X2, X3, X4 y X5 :=b. 


14.1. Integración de funciones continuas 


En primer lugar, es necesario definir con cuidado cuáles uniones de rectángulos vamos a consi- 
derar y qué significa “refinar” una unión de rectángulos dada. 


Sea f : [a,b] — R una función continua. Las uniones de rectángulos que vamos a considerar 
están definidas en términos de una partición del intervalo [a, b], esto es, un subconjunto finito P := 
{xo,X1,---;Xn} C [a,b] tal que a =: x9 < xı < -++ < Xn := b. Dada una partición P := {x0,%1,.-.,Xn} 
del intervalo [a,b] y una n—upla © := (&,...,&,) de modo tal que &; € [x;-1,x;] para 1 < i < n, 
tenemos asociada la suma de Riemann 


S(f,P.2) := Y £(EJAx, 
i=l 


donde Ax; := x; — x;_1 representa la longitud del intervalo [x;_1,x;] para 1 < i < n. A fin de fijar 
terminología, diremos que = := (&1,..., n) es una elección de puntos de [a,b] para P si & € 
[x;-1,xj] para 1 < i < n. Observamos que la suma de Riemann S(f,P,Z) resulta la suma de la 
integral definida de cada uno de los rectángulos R; := [x;_1,x;] x int(0, f(&;)), donde int(0, f(€;)) 
es el intervalo cerrado de R cuyos extremos son 0 y £(6;). 

En lo que sigue, a fin de simplificar la discusión del concepto de integral definida de una función 
continua, dada una partición P := [xp,x1,...,xn) del intervalo [a,b], vamos a considerar la suma 
de Riemann que define una elección particular = de puntos de [a,b] para P: la que consiste en 
elegir el punto izquierdo x;_; de cada intervalo [x;_1,x;] (ver la Figura 14.2). Así obtenemos la 
siguiente suma de Riemann L(f, P) asociada a P: 


L(f,P) = Y £(a-1)A%. 
i=l 


302 


14.1. Integración de funciones continuas 


Estas sumas fueron consideradas por Cauchy, por lo que vamos a denominarlas sumas de Cauchy. 


Figura 14.2.: La suma de Cauchy de una función f : [a,b] + R asociada a una partición P com- 
puesta por los puntos xo := a, X1, X2, X3, X4 y X5 := b. 


Ejemplo 14.1.1. Sea f : [0,2] — R la función f(x) := x? y sea P, := {x0,X1,---;Xn} la partición 
de [0,2] definida por x; := 2i/n (0 < i < n). Así, la partición P, divide al intervalo [0,2] en n 
intervalos J; := [2(i—1)/n,2i/n] (1 < i < n) de longitud 2/n. Tenemos entonces que la suma de 
Cauchy L(f, P,) está definida por 


LPP) = Y Fi1)06= ae vy 2 - ¿EN 1). 


i=l 


Teniendo en cuenta la identidad ¥-"_, i? =n(n+1)(2n+1)/6, vemos que 


8 (n—1)n(2n—1)  4(2n?-3n+1) 
L(f, Pa) = = : 
(£ En) 6 3n2 
Es de esperar que, si la partición P es “suficientemente fina”, la suma de Cauchy L(f, P) resulte 
una “buena aproximación” del área determinada por f en [a,b]. Vamos a “medir” la “finura” de 
una partición P := {xo,x1,...,%n} de [a,b] por medio de su norma AP, que definimos como la 
longitud del mayor de los intervalos [x;_¡,x;] que determina P, esto es, 


AP := máx Ax; = máx (xi — i- 1). 
1<i<n 1< 


14.1.1. Diferencias de sumas de Cauchy 


En el proceso de obtener aproximaciones cada vez más precisas de la integral definida de una 
función continua f : [a,b] — R, si una partición P de [a,b] no es suficientemente fina, será nece- 
sario “refinarla”, considerando otra partición Q que subdivida los intervalos que define P. En tal 
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sentido, dadas dos particiones P, Q del intervalo [a,b], diremos que Q refina a P si P C Q. En tal 
caso, esperamos que la suma de Cauchy L(f, O) provea una “mejor aproximación” que L(f, P) de 
la integral definida de f en [a,b]. 

Tratándose de aproximar la integral definida de f en [a,b], podemos considerar sucesiones de 
particiones cuya norma tienda a 0. Sea entonces (P,)nen una sucesión de particiones tal que 
líM 0 AP, = 0. La idea es que la sucesión de sumas de Cauchy (L(f,P,))nen converge a la 
integral definida de f en [a, b]. 


Ejemplo 14.1.2 (Continuación del Ejemplo 14.1.1). Sean n € N y consideremos nuevamente la 
suma de Cauchy L(f,P,) de la función f : [0,2] + R, f(x) := x? asociada a la partición P, := 
{xo,-.-;%n} definida por x; := 2i/n (0 < i < n). Hemos visto que L(f,P,) = 4(2n? — 3n + 1)/3n?. 
Observamos que AP, = 2/n para cada n € N, por lo que íM,» AP, = 0. En consecuencia, sería 
de esperar que el límite de la sucesión (L(f,P,))nen converja a la integral de f en [0,2], esto es, 
que valga la identidad 

Fea = lim L(f,P,) = lim A 


n= n— oo 3n2 3' 


A fin de determinar si una sucesión de sumas de Cauchy (L(f, P,))nen que satisface la condición 
lim, 30 AP, = 0 converge a la integral definida de f en [a,b] vamos a estudiar el comportamiento 
de la sucesión (L(f, Pa) )nen. Es conveniente realizar este estudio sin hacer referencia al límite de 
(L(f,Pn) nen, dado que “no lo conocemos”. En capítulos anteriores hemos considerado situacio- 
nes de este tipo, en las cuales la convergencia de la sucesión en cuestión se establecía mostrando 
que se trataba de una sucesión de Cauchy. Acá vamos a proceder de la misma manera, demostran- 
do que (L(f, Pa))nen es de Cauchy, lo que requiere analizar el comportamiento de una diferencia 
del tipo 

IL(f, Pa) —L(f, Bn)l- (14.1) 


Vamos a estimar esta diferencia en términos del módulo de continuidad de f en [a,b] (ver 
la Sección 10.3.1). Recordamos que el módulo de continuidad de una función (uniformemente) 
continua f : [a,b] > Res la función @(f) : [0, +00) + R definida por 


@(f; 8) := max{|f(x) — f(y) : x,y € [a,b], |x—y| < ô}. 
Las tres propiedades que vamos a utilizar son las siguientes (ver el Ejercicio 10.3.10): 
= @(f) es continua en O, 
= ((f) es una función creciente y acotada. 
El primer paso es estimar (14.1) en el caso de dos sumas de Cauchy con P C Q. 


Proposición 14.1.3. Si P,Q son dos particiones de [a,b] tales que P C Q, entonces |L(f,P) — 
L(f,Q)| < @(f; AP)(b — a). 


Demostración. Supongamos, para fijar ideas, que P = {x0,xn} y Q = PU {x1,...,Xn—1} con a =: 
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xo < x1 <+- < xp := b. Entonces 


Ms 


IL(f,0) —L(f,P)| = (xj-1) Axi — f(a)(b— a) 


I 
au 


f 
f 


Ms 


(xi 1) )Axj — Lro 


Je anl < Fifa) - f(a)lAxı. 


I 
Aa 


Dado que los puntos x;-1 (1 < i < n) y a pertenecen al intervalo [a,b], tenemos que | f(x;-1) — 
f(a)| <o(f;b—a) para 1 < i <n. En consecuencia, 


IL(f,Q) —L(f,P)| < Y o(f:b—ajAx, = @(f;b—a)(b—a). (14.2) 
i=1 


Supongamos ahora que #(Q) — #(P) = m y sea Q\P = {ri,...,rm}. Sea [x;_1,x;] el primero 
de los intervalos que define P que resulta subdividido por O, y supongamos que x;_1 < rı < 
.. <rj1 < Xi < rj, de forma tal que el intervalo [x;-1,xj] resulta subdividido por Q en la forma 
[ixi] = [xiri] U [r1,r2JU---U [r;-1,x;]. Cuando estimamos la diferencia entre el sumando 
f (xi-1)Ax; en L(f,P) y la suma Ej f(r) Are en L(f,Q) (llamando ro := xj-1 y rj := xi), 
dado que los puntos x;-1, rg_, (1 < k < j) pertenecen al intervalo [x;_1,x;], aplicando (14.2) en el 
intervalo |x;_1,x;] vemos que 


j 
f(xi-1) Ai — YF (re-1) Are] < @( fs Ari) Ax 
k=1 
Argumentando de esta manera en cada intervalo [x;_1,x;] tenemos que 


olf; AP)Ax; = @( f; AP)(b— a). 


Ms: 


IL(f,0) -L(f,P)| < Y o(f;Ax)Ax, < 
i=l 


i=l 


Esto completa la demostración. 
Ahora podemos pasar a estudiar la diferencia entre dos sumas de Cauchy arbitrarias. 


Corolario 14.1.4. Si P y Q son dos particiones de [a,b], entonces 
IL(f,P) —L(f,Q)| < 20 (f; máx(AP, AQ))(b— a). 


Demostración. Observamos que PU Q es una partición de [a,b] que refina tanto a P como a Q. En 
consecuencia, de acuerdo con la proposición anterior tenemos que 


IL(f,P) —L(f,Q)| < |L, P) —L(f,PUQ)| +|L(f,PU Q) - L(f,Q)| 
< @(f;AP)(b— a) + @(f; AQ) (b — a). 


Por la monotonía de @(f) vemos que resulta @( f; AP) < @(f;máx{AP,AQ}) y @(f; AQ) < 
w(f; máx[AP, AQ}). Combinando estas desigualdades deducimos el corolario. 


Ejemplo 14.1.5 (Continuación del Ejemplo 14.1.1). Consideremos nuevamente las sumas de 
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Cauchy L(f,P,) correspondientes a la función f : [0,2] + R, f(x) := x? y la partición P, := 
[xo,...,Xn) definida por x; :=2i/n (0 < i < n). Fijemos n,m € N y estudiemos la diferencia entre 
las correspondientes sumas de Cauchy. Tenemos que 

4(2m?-3m+1) 4(Q2n?-3n+1) — 4(3mn—m—n)(m—n) 


L(f,Pn)—L(f, Pa) = 372 372 = a (143) 


Argumentando como cuando determinamos el módulo de continuidad de f en [0,1] (Ejemplo 
10.3.8) es fácil ver que, si 6 <2, entonces 0(f,0) = (4—6)6. Supongamos sin pérdida de gene- 
ralidad que m > n. Dado que AP = 2/m y AP, =2/n, tenemos que 


2 
n 


200(f mx (APy, AR} 2-0) = 2(4 Ji 0) = 16232. (14.4) 


Comparando (14.3) y (14.4) concluimos que 


2n— 1 7 
5— = 2o(f,max{APin, AP, })(2 — 0), 


4m 
AER EPR 
IL(f, Pn) LF, Pa) < > 16 z 


es decir, nuestra estimación de la diferencia de dos sumas de Cauchy (Corolario 14.1.4) se satis- 


face en este caso. 


Sumas inferiores y superiores 


Una forma de estimar el valor absoluto de la diferencia entre las sumas de Cauchy de una 
función continua f : [a,b] — R asociadas a dos particiones dadas es por medio de aproximaciones 
por “defecto” y por “exceso”. 

Sea P := {xo,...,%n} una partición del intervalo [a,b]. Una forma simple de obtener estimacio- 
nes por “defecto” es elegir cada punto £; como el mínimo de f en [x;_1,x;] para 1 < i < n. De 
esta manera, obtenemos la suma inferior s(f,P) asociada a la partición P, esto es, la suma de 


Riemann 
n 


s(f,P) = Y m¡Ax;, 


i=l 
donde m; := min{ f(x) : x € [xi-1,xi]} para 1 <i < n. Análogamente, si elegimos &; como el 
máximo de f en [x;_1,x;] obtenemos la suma superior S(f,P), definida por 


S(f,P):= Y MiAx, 
i=1 


siendo M; := max{ f(x) : x € [x;1,x¡]) para 1 <i < n (ver la Figura 14.3). 

Estos dos números tienen “buenas” propiedades matemáticas, pero malas propiedades desde el 
punto de vista computacional: requieren el cálculo del mínimo m; y el máximo M; para 1 < i< n. 
Podemos sin embargo estimar el área determinada por f en [a,b] por medio de la suma inferior y 
la suma superior asociadas a una partición dada, como pedimos demostrar a continuación. 


Ejercicio 14.1.6. Sea f : [a,b] +R una función continua y sea P una partición de [a,b]. 


1. Demostrar que s(f,P) < L(f,P) < S(f,P). 
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XO X1 X2 X3 X4 X5 


Figura 14.3.: La suma inferior y superior de una función f : [a,b] > R asociada a una partición P 
compuesta por los puntos xy := 4, x1, X2, X3, X4 y x5 := b. 


2. Demostrar que si P y Q son particiones de |a,b] tales que P C Q, entonces 


s(f,P) <s(f,Q) y S(f,P) > S(f,Q). 


Concluir que si P y Q son dos particiones arbitrarias de [a,b], entonces 


s(f,P) <S(f,0). 


(Sugerencia: demostrar que s(f,P) < s(f,PU Q) < S(f,PUQ) < S(f,0).) 


3. Sea (Pa)nen una sucesión de particiones de [a,b] tales que P, C Phy, para cada n € N. 
Demostrar que (s(f,Pn))nen es creciente, (S(f, Pa) nen es decreciente y ambas sucesiones 
son acotadas. 


4. Concluir que las sucesiones (s(f,Pa))nen y (S(f;Pr)) nen convergen. 


Ejemplo 14.1.7 ([PS78, página 47]). Consideremos la función f : (0, +00) + R, f(x) := 1/1? y 
sean0<a<b. Paran EN fijo, sea P, := {x0,. . . ,Xn } una partición arbitraria de [a,b]. Dado que 
f es decreciente, tenemos que mi := f (xi) y Mi := f(x;-1) para i =1,...,n. En consecuencia, la 
suma inferior s(f,P,) y superior S(f,P,) asociadas a P, están dadas por 


n n Axi n 
s Pa) = Y faiai = Ys S(f, Pr) = E) 1 Ax; -55 a . 
i=1 i=1 “i ¡ai 


Dado que qe 1 < xi—1Xi < x? parai=1,...,n, concluimos que 
n Ax; n Ax; n Ax 
pie yee ee 
i=l Ži ¡= ti j=1 21 
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Asimismo, 


Por lo tanto, para cada n € N tenemos que 


1 1 
s(f, Pa) < a p < S(f, Pa). 


Por otro lado, a fin de estimar la diferencia entre ambas sumas, tenemos que 


de 1 . n 1 1 1 1 
S(f,P, a) s(f,P, a) =} A 7-3 =e An) SFI a = AP, a ya 


i=l i1 Ñi 


En consecuencia, si lím AP, = 0 deducimos que 


J 


n—300 
lí P,) = lim S(f,P,) = umes 
lim s(f, a) eras (f, n) — a = p 
Ejercicio 14.1.8 ([PS78, página 47]). Sear € N, r > 2, sea f: (0, +00) > R, f(x):=x7" y sean 
0<a<b. Sea P, := {x0,...,Xn} una partición arbitraria de {a,b}. 
2 Ax 1 1 1 
1. Demostrar que s(f,P) < Heed <S(f, Pa). 
ques f.P)<y (= ree ==) (F,R) 


2. Demostrar que 


y A Pe A e ls dl 
Er-1 aoe © xt 2x2 xt 4 r=1lar-! bra) 


3. Concluir que si lím AP, = 0, entonces 
n— oo 


lím s(f, Pn) = lím SF, po > >) 


noo arl pro! 


14.1.2. La integral definida de una función continua 


Habiendo estudiado el comportamiento de las sumas de Cauchy, podemos pasar al concepto 


central al que estamos apuntando: el de la integral definida de una función continua. La idea intui- 


tiva es que, cuando la norma de las particiones tiende a O, las correspondientes sumas de Cauchy 


convergen a la integral definida de f en [a,b]. Claro que no podemos tomar “límite” cuando la 


norma de las particiones tiende a 0, dado que no tenemos una función “suma de Cauchy” que 


dependa de la variable “norma de la partición”. Para evitar este inconveniente, vamos a considerar 


sucesiones de sumas de Cauchy (L(f, P,))nen con lim, +. AP, = 0. 


Por supuesto, hay que demostrar que el límite de una sucesión de sumas de Cauchy (L(f, Pa) )nen 


tal que lím,, 300 AP, = 0 existe y no depende de la sucesión en consideración. Éste es el objetivo de 


los resultados que siguen a continuación. 
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Lema 14.1.9. Sea (Pa)nen una sucesión de particiones de [a,b] con íM,» AP, =0 y sea f : 
[a,b] > R continua. Entonces la sucesión (L(f,P,))nex converge. 


Demostración. Como habíamos señalado en la sección anterior, vamos a demostrar que la suce- 
sión (L(f, Pa))nen es de Cauchy. Sea € > 0. Nuestra estimación sobre la diferencia de dos sumas 
de Cauchy (Corolario 14.1.4) asegura que 


IL(f, Pa) —L(f,Pn)| < 2@(f;max{AP,, APn})(b—a). 


Dado que (AP,)nen converge a 0 y w(f;6) es continua con @(f;0) = 0, existe no E N tal que si 
n > no, entonces 0(f; AP,) < e. En consecuencia, para n,m > no tenemos que 


IL(f, Pa) —L(f,Pn)| < 2€(b—a). 


Esto muestra que la sucesión (L(f, P,))nen es de Cauchy, y por ende, converge. 


El siguiente paso es demostrar que el límite de (L( f, P,))nen es independiente de la sucesión de 
particiones en consideración. 


Lema 14.1.10. Sean (P,)nen y (Qn)nen dos sucesiones de particiones de |a, b] tales que líM,, +00 AP, 
= íM, AQ, =0 y sea f : [a,b] > R continua. Entonces (L(f,P,) — L(f, On) )nen converge a 0. 


Demostración. Sea € > 0. Dado que las sucesiones (@(f;AP,))nen y (O(f; AQ) )nen convergen 
a 0, existe no E N tal que máx(0(f; AP,), @( f; AQ, )) < € sin > no. La estimación de la diferencia 
de dos sumas de Cauchy (Corolario 14.1.4) asegura que 


IL(f, Pa) —L(f,Qn)| < 20(f, máx (AP, AQn})(b— a) 


para cada n € N, de lo que concluimos que |L(f,P,) — L(f,Qn)| < 2e(b— a) si n > no. Esto 


concluye la demostración. 


De los Lemas 14.1.9 y 14.1.10 tenemos que, si f : [a,b] — R es una función continua, el límite 
de cada sucesión (L(f,P,))nen de sumas de Cauchy con lim,_,.. AP, = 0 existe y no depende de 
la sucesión en consideración. Dicho límite es lo que definimos como la integral definida de f en 
el intervalo [a,b]. 


Definición 14.1.11 (Integral definida). Sea f : [a,b] > R una función continua. Definimos la 
integral Hie f(x)dx de f en [a,b] como el limite de cualquier sucesión de sumas de Cauchy 
(L(f,Pr))nen de f en [a,b] tal que limp... AP, = 0. 


Teniendo en cuenta nuestra discusión al comienzo del capítulo, si f(x) > 0 para cada x € [a,b], 
entonces diremos que la integral definida de f es el área de la región 


A:={(x,y) ER?*:a<x<b,0<y< f(x}. 


309 


14. Integración definida I: funciones continuas 


Tabla 14.1.: Las sumas de Cauchy L,:=L(f,P,) de (14.5) y el error A, := | Jo ae — Ln. 


n Ln An 
1000 | 0.6933972424 | 0.0002500618 
2000 | 0.6932721985 | 0.0001250179 
3000 | 0.6932305237 | 0.0000833431 
4000 | 0.6932096855 | 0.0000625049 
5000 | 0.6931971798 | 0.0000499992 


Ejemplo 14.1.12. Consideremos la función f : [1,2] > R, f(x) := 1/x y la sucesión de particiones 
(Ponen definida por 


P= (x)... x), x”) as (0<i<n). 
n 
Para cada n € N, obtenemos que 
A Ry (14,5) 
a lA n+i-1 n n+i-1' 


i=l i=l i=l 
Dado que AP, = 1/n para cada n € N, tenemos que limps. AP, = 0, y por lo tanto 
21 
lim L(f, Pa) =i ae 
n— oo 1 x 


A fin de determinar este limite, siguiendo [PS78, página 235] observamos que, si definimos H, := 
1+1/2+---+1/n para cada n € N, entonces 
1 2,2, _ 2 
2-1 124" '2n-2 


1 
2n-1' 


n 1 
SA ea = H-1 — An-1 =14 
¡=1 


1 


=1 


NIe NI eR 


Dado que el último término es el polinomio de Taylor de orden 2n — 1 de la función ln : (0, +00) > 
R en 1, especializado en x= 2 (ver el Ejercicio 12.2.18), por la expresión del error de la aproxi- 


mación de la función ln por dicho polinomio concluimos que 


i Sd 21 
lim Y — =n? = fax. 
noo fn+i- l1 1x 


De todas maneras, cabe destacar que dicha convergencia al limite 0,6931471806... es extrema- 


damente lenta, como puede apreciarse en la Tabla 14.1. 


Ejercicio 14.1.13. Demostrar que 


b b b2 2 b b? 3 b 
Jrax=b-a, fxax= +5 [ta =4-E, Jeax=e e. 
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14.1. Integración de funciones continuas 


Sugerencia: estudiar lim L(f, P,), siendo P, := Ed, XO}, AY a+ i(b—a)/n (0 <i<n). 


n— 


Desigualdades de integrales definidas que involucran funciones convexas 


El hecho de que la integral definida de una función continua se obtiene como el límite de una 
sucesión de sumas de Cauchy nos permite obtener desigualdades para integrales a partir de de- 
sigualdades “discretas”. Vamos a ilustrar este “principio” obteniendo un análogo integral de la 
desigualdad de Jensen. 

Sea g : [a,b] > R una función convexa. Recordamos la desigualdad de Jensen (Ejercicio 
13.1.10): si x1,...,Xn € [a,b] y 61 > 0,...,0, > O con 6; +---+ 8n = 1, entonces 


g(O1x1 +e + Onxn) < O1g(x1) +e + Ong (Xn). (14.6) 


Sean f : [a,b] > R y g: [c,d] > R funciones continuas tales que go f está bien definida y g es 
convexa. Fijemos n € N, sea P, := {xo,...,X,} una partición de [a,b] y consideremos la suma de 
Cauchy 


L(f, Pa) := Fay: 
i=l 


Dado que b—a = Y';_¡ Ax;, si dividimos la suma de Cauchy L(f, P,) por b— a podemos expresarla 
en una forma adecuada para aplicar la desigualdad de Jensen: 
n AX; 


1 
¿=p Pa) = 191881), con 6; op 


Teniendo en cuenta que g es convexa, de la desigualdad de Jensen (14.6) deducimos que 


= 


(14.7) 


1 
eu »)) < Ealo Xi— DS 
ae 
Observamos que la sumatoria del término de la derecha en (14.7) es la suma de Cauchy L(go f, P,). 
Siendo f y go f continuas en [a, b], si (P,)nen es una sucesión de particiones con lim,_,.0 AP, = 0, 
tomando límite en ambos miembros de (14.7) deducimos el siguiente resultado. 


Teorema 14.1.14 (Desigualdad de Jensen integral). Sean f : [a,b] > R y g : [c,d] + R funciones 
continuas tales que go f está bien definida y g es convexa”. Entonces 


e(z [ reves) < we [wo near (14.8) 


Ejercicio 14.1.15 (Desigualdad de Steffensen). Sean f,p : [a,b] — R funciones continuas tales 
que p(x) > 0 para cada x € [a,b] y sea g : [c,d] +R una función convexa tal que la composición 
go f está bien definida. 


'Cabe destacar que una función convexa g : [a,b] — R es necesariamente continua en (a,b) y se pueden redefinir sus 
valores en a y b de modo que resulte continua en [a,b] (ver, por ejemplo, [NP06, §1.3]), por lo que la hipótesis de 
continuidad de g no es esencial. 


311 


14. Integración definida I: funciones continuas 


1. Sea P := {xo,...,Xn} una partición de [a,b]. Si pi := p(xi) y fi := f(xi) para 1 <i <n, 
demostrar que 


(24 tat pah) < Piet pe Pn&(fn) 
P1 T: Tt Pn P1 T: T Pn 


2. Deducir la siguiente generalización de la desigualdad de Jensen integral (14.8): 


(egaa) < fe p@leef)(xdax 
g b S b : 
Ja p(x)dx Ja P(x)dx 


Otra desigualdad importante que habíamos demostrado mediante argumentos de convexidad es 
la desigualdad de Holder (Ejercicio 13.1.22): dados x1,y1,...,Xn,Yn € R y p,q > 1 con 1/p + 
I/q=1, 

A (yal te + bol) (14.9) 


El propósito del siguiente ejercicio es obtener un análogo integral de dicha desigualdad. 


Ejercicio 14.1.16 (Desigualdad de Hólder integral). Sean f,g : [a,b] + R funciones continuas y 
sean p,q > 1con1/p+1/q9=1. 


1. Si P:=Áxp,...,xnj es una partición de [a,b], fi := f(xi) y gi := g(x;) para 1 <i <n, 
demostrar que 


oy 1 1 
Figa eet fagn (AP HH AA 


2. Deducir la siguiente versión integral de la desigualdad de Holder: 


rosas ( [ if) Pax) Mi ‘a eltax) 14.10) 


Cabe destacar que, en el caso p = q = 2, la versión integral de la desigualdad de Holder (14.10) 


toma la forma 
1/2 


1 "Aga ( i ras) = 1 [ soras) ; (14.11) 


y se conoce como la versión integral de la desigualdad de Cauchy—Schwarz. 
Ejercicio 14.1.17. Demostrar que fọ \/senxdx < V2n. 


Para concluir esta sección, en el ejercicio a continuación discutimos otra desigualdad impor- 
tante, que es de hecho la versión integral de la siguiente desigualdad de Minkowski (Ejercicio 
13.1.23): si p > l y x1,y1,-..,Xn, Yn € R, entonces 


n 1/p n 1/p n 1/p 
(È w+) < (£r) +(E var) ; 
jal j=l j=l 


312 


14.2. Propiedades de la integral definida 


Ejercicio 14.1.18 (Desigualdad de Minkowski). Si f,g : [a,b] — R son dos funciones continuas y 


p > 1, demostrar que 


1 


([vorra)'s([ mora) de ( scar) E 


14.2. Propiedades de la integral definida 


Al comienzo de la discusión sobre el concepto de integral definida hemos dicho que buscábamos 
una noción “operativa” de integral. En tal sentido, establecemos una serie de propiedades de las 
integrales definidas, comenzando por la aditividad. 


Proposición 14.2.1 (Aditividad de la integral definida). Sea f : [a,b] > R una función continua. 


Sic € (a,b), entonces 
Proa = Freya [regar 
Demostración. Sea (Pa)nen una sucesión de particiones de [a,b] con limy_,. AP, = 0. Dado que 
Qn :=P,U[c| = 2.) x) TR oo ea ou x 
refina a P, para cada n € N, resulta lim,_,.. AQ, = 0. Por lo tanto, si 


Q, := KE, aaae), Q; 5 TER os ae 


tenemos que (Q},)ncn y (Q//)nen son sucesiones de particiones de [a,c] y [c,b] respectivamente, 


cuyas normas tienden a 0, tales que 


para cada n € N. Por lo tanto, tomando límite en la identidad precedente, obtenemos que 


[Flare = lim 107,00) = tim 117,04) + kim LSO) = [fede f faar. 


Esto completa la demostración. 
Ejercicio 14.2.2. Sea a>0 y f : [—a,a] > R una función continua. 
1. Demostrar que si f es impar, entonces f}, f(x)dx =0. 


2. Demostrar que si f es par, entonces f}, f(x)dx=2 fọ f(x)dx. 


14.2.1. Propiedades aritméticas de la integral definida 


Las propiedades aritméticas de la integral definida pueden resultar útiles a efectos de combinar 


resultados conocidos. 
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14. Integración definida I: funciones continuas 


Proposición 14.2.3 (Propiedades aritméticas de la integral definida). Sean f,g : [a,b] + R dos 
funciones continuas. Entonces: 


1. Para todo À € R, [PAF (~dx =A f? f(x)dx 


2. JP (f+g)(x)dx = J? f(a)dxt J? g(x)dx 


Demostración. Ambas propiedades son consecuencias inmediatas de la correspondiente propie- 
dad para sumas de Cauchy. En efecto, sea (P,)ney una sucesión de particiones de [a,b] con 
Km,» AP, = 0. Entonces, para cada n € N, valen las identidades 


m L(A f, Pn) = AL(f, Pa), 
a L(f +8, Pa) =L(f, Pa) +L(8, Pn). 
De la primera identidad concluimos entonces que 
Paso dx = lím L(A f,P,) =A lím L(f,P, )=4 freer, 


Asimismo, por la segunda identidad tenemos que 


b b b 
[tailed = lím LF +8, P1) = lím LS, Pa) + lim Ls, P)= | fadae+ f a(x) dx 


Esto completa la demostración de la proposición. 


Ejemplo 14.2.4. Supongamos que queremos calcular las integrales definidas 
b b 
S:= i sentadx y C:= | cos*xdx. 
a a 


Observamos que es más fácil determinar S+C y S—C. En efecto, por las propiedades aritméticas 


de la integral definida (Proposición 14.2.3) tenemos que 
b b 
S+C= / (sen? x+cos*x)dx y S—C= 1 (sen? x — cos? x)dx. 
a a 
Dado que sen? x + cos? x = 1, concluimos que 
b 
s+c= f 1dx=b-a. 
a 


Por otro lado, por la regla de Barrow (Corolario 0.3.6) tenemos que 


(sen x+ cos x)? |? 


b 
s-c= f (sen x — cos x) (sen x + cos x)dx = — 5 


Observamos que (sen x+ cos x)? = 1+2sen x cos x, de lo que deducimos que 


S—C = — cos b sen b + cos a sen a = —sen(b— a). 
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14.2. Propiedades de Ia integral definida 


En consecuencia, vemos que 


b b— 1 b b= 1 
| sen? xdx = = = z Sen(b— a) y | cos? xdx = + z sen(b—a). 
Ejercicio 14.2.5. Demostrar que si f : [a,b] —> R es una función polinomial de grado menor o 


igual que 2, entonces 


b b—a a+b 
f fodx= E (ro La (E) F). (14.12) 
(Sugerencia: observar que basta con demostrar (14.12) para las funciones 1, x y x?.) 


14.2.2. Monotonía de la integral definida 


Por último, una característica fundamental de la integral definida es su monotonía, que expre- 
samos en el siguiente enunciado. 


Proposición 14.2.6 (Propiedades de orden de la integral definida). Sean f,g : [a,b] > R dos 


funciones continuas. Valen las siguientes afirmaciones: 


1. Si f(x) < g(x) para cada x € [a,b], entonces de Fo dx< J? g(x)dx. En particular, si f(x) > 
0 para cada x € [a,b], entonces J? f(x)dx >0. 


2. |S Fda < J? 400) ldx. 


Demostración. A fin de demostrar la primera afirmación, sea (P,)nen una sucesión de particiones 
de [a,b] con lim,_,.. AP, = 0. Dado que L(f, P,) < L(g, P,) para cada n € N, concluimos que 


b b 
i f (dx = lim L(f,P,) < lim L(g, Py) = | g(x) dx. 
a n—oo n— 0 a 
Consideramos ahora la segunda afirmación del enunciado. Dado que 


-IFE f(x) < IF| 


para cada x € [a,b], del ítem anterior se deduce que 


- [oars [roars f flax. 


Esto completa la demostración. 


Ejemplo 14.2.7 (Desigualdad de Hadamard). En este ejemplo aplicamos las propiedades de la in- 
tegral definida a fin de obtener una estimación fundamental de la integral de una función convexa, 
conocida como la desigualdad de Hadamard. 

Sea f : [a,b] — R una función convexa y continua y sea x € [a,b]. Tenemos entonces que existe 
t € [0,1] tal que x = (1 — t)a + tb. Por lo tanto, 


f(x) = f(ta+(1—1)b) < (1-1) f(a) +1f(0). 
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14. Integración definida I: funciones continuas 


Integrando ambos miembros de esta desigualdad, la monotonía de la integral definida (Proposi- 
ción 14.2.6) y sus propiedades aritméticas (Proposición 14.2.3) aseguran que 


_ f(a + f(b) 
aa 


[ra f flara -obas f O+- 


Por otro lado, la aditividad de la integral definida (Proposición 14.2.1) implica que 


| sas= ES yar fH feas) z 
=i f'y (Boe Da af a Da E) 


En resumen, tenemos la desigualdad de Hadamard (o la desigualdad de Hermite-Hadamard; 
ver, por ejemplo, [NP06, $1.9]): 


(3) < sas = 


14.3. Aproximación de la integral definida y estimación del 
error 


Como se puede apreciar en los ejemplos que hemos considerado hasta aquí, la integración de- 
finida es un proceso límite que, de acuerdo con la función en consideración, puede resultar suma- 
mente complicado. Si bien vamos a desarrollar herramientas que nos permiten simplificar en algu- 
nos casos dicho proceso, estas herramientas son aplicables a “pocas” funciones (aunque incluyen 
casos importantes). Por lo tanto, es necesario considerar aproximaciones de la integral definida, lo 
que debe ser acompañado del análisis del error correspondiente. En esta sección vamos a analizar 
el error que cometemos al aproximar la integral definida por sumas de Cauchy y a considerar un 
método alternativo de aproximación de la integral definida, el método de los trapecios. Dichos 
análisis del error utilizan un resultado sumamente útil para estimar integrales definidas, el Teorema 
del valor medio para integrales, que discutimos a continuación. 


14.3.1. El Teorema del valor medio para integrales 


Así como el Teorema del valor medio (Teorema 12.1.4) resulta una herramienta fundamental 
a fin de obtener estimaciones globales para funciones diferenciables, en esta sección vamos a 
obtener una herramienta análoga, el Teorema del valor medio para integrales, que nos va a 
permitir estimar la integral definida de funciones continuas. 


Teorema 14.3.1 (Teorema del valor medio para integrales). Sea f : [a,b] + R una función conti- 
nua. Entonces existe c € [a,b] tal que 


| toiroa) 
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14.3. Aproximación de la integral definida y estimación del error 


Demostración. Sea m := mín{ f(x) :a < x <b} y M:=máx[ f(x) :a < x < b}. Tenemos entonces 
que m < f(x) < M para cada x € [a,b]. En consecuencia, por la monotonía de la integral definida 
(Proposición 14.2.6), concluimos que 


1 b 1 b 1 b 
= —— GT < == . ? 
m el mdx < al f(x)dx < ll Mdx=M (14.13) 


Dado que m y M son dos valores de la imagen de f, por el Teorema de los valores intermedios 
(Teorema 8.1.7) deducimos que existe c € [a,b] tal que ¿2 J? f(x)dx = f(c). Esto concluye la 


demostracion. 


Una consecuencia inmediata de (14.13) es la siguiente estimación. 


Corolario 14.3.2. Sea f : [a,b] > R una función continua y sean m, M ER tales quem < f(x) < M 


para cada x € [a,b]. Entonces 


m(b—a) < Proa <M(b-a). 


En el siguiente ejercicio consideramos una generalización del Teorema del valor medio para 
integrales que suele ser útil a efectos de estimar ciertas integrales definidas. 


Ejercicio 14.3.3 (Teorema del valor medio generalizado para integrales). Sean f,g : [a,b] + R 


funciones continuas tales que g : [a,b] + R no cambia de signo en [a, b]. 


b b 
1. Demostrar que existe c € [a,b] tal que | f(x)g(x)dx = fo f g(x)dx. 


2. Más generalmente, si h : [a,b] — [a,b] es una función tal que f oh es continua, demostrar 
que existe c € (a,b) tal que 


b b 
/ (foh)(x)e(x)dx = f(c) f seidr 


14.3.2. Aproximación por sumas de Cauchy 


Sea f : [a,b] + R una función continua. Sabemos que, si (L( f, P,))nen es una sucesión de sumas 
de Cauchy de f en [a,b] con lím AP, = 0, entonces 
n—700 


lim L(f,P,) = f "Fogar. 


Ahora bien, cabe preguntarse por la velocidad con la que ocurre dicha convergencia. 

Supongamos que f es de clase C! en [a,b] de modo que | f’(x)| < M para cada x € [a,b] y 
consideremos la suma de Cauchy L(f, P,) asociada a la partición P, := {xo,...,xn} definida por 
x; :=a+i(b—a)/n (0< i< n). Queremos determinar cuán rápido converge a 0 la diferencia 


hee [ fod- L,e) 
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14. Integración definida I: funciones continuas 


Para esto, siguiendo [Mur80], tenemos que 


a En fdz- f(x) jav) = HE 20) — flaia))dx 


Xi— 


El Teorema del valor medio (Teorema 12.1.4) asegura que, para cada ¡ € {1,...,n} y cada x € 
(x;-1,x;), existe Cc, € (x;1,x;) tal que 


FŒ- F(xi-1) = f'(x) (x — xi-1). 


La función x +> c, no es necesariamente continua en [x;_1,x;], pero la función x4 f'(cx) sí lo es 
en dicho intervalo. Así, el Teorema del valor medio generalizado para integrales (Ejercicio 14.3.3) 
asegura que, para cada i € {1,...,n}, existe c; € (x¡_1,x;) tal que 


f SO0-450)4= ref (x—xj-1)dx = f e EA 5 y => 


Por lo tanto, 


)= f0)ax < Č an 


Xi— 
En conclusión, tenemos el siguiente resultado. 


Teorema 14.3.4. Sea f : [a,b] + R una función de clase C! tal que |f' (x)| < A para cada x € 


[a,b]. Si P, := {x0,- - - ,Xn} es la partición xi := a+ ea) (0 <i<n), entonces 


| iy Flx)dx—L(f,P,)| < M me 


Ejemplo 14.3.5. Consideremos nuevamente la función f : [1,2] > R, f(x) := 1/x del Ejemplo 
14.1.12. Fijemos n € N. Si P, := {x0,...,Xn} es la partición xi := (n+i)/n (0 < i < n), entonces 
habíamos demostrado que 


eee ee ae 


B aae E a ee eae 


El Teorema 14.3.4 asegura que, dado que | f'(x)| < 1 para cada x € [1,2], resulta 


Er L(f, Pa) < 
f za- (f, n)| < 


Si se compara esta estimación con los errores listados en la Tabla 14.1, se observa que 


Japo 27 
-dx— la. 
1x a 4n 


Ejercicio 14.3.6. Para las integrales del Ejercicio 14.1.13, obtener estimaciones del error que se 


y|- 


comete al aproximarlas por las sumas de Cauchy definidas como en el Teorema 14.3.4. 
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14.3. Aproximación de la integral definida y estimación del error 


14.3.3. Aproximación por el método de los trapecios 


Sea f : [a,b] > R una función continua y sea P := {xo,...,%n} una partición del intervalo 
[a,b]. La idea que subyace a las sumas de Cauchy es que, si la norma AP de la partición P es 
“suficientemente chica”, entonces la integral definida de f en el intervalo [x;_1,x;] se aproxima 
“bien” por la del rectángulo de [x;_1,x;] x int(0, f(x;-1)). Es decir, suponemos que 


Me ff (x)dx = f(x; 1)Ax;. 


Sin embargo, también es posible aproximar dicha integral por el área del trapecio definido por los 
puntos (0,x;-1), (0,x;), (xi-1,£(x5-1)) y (xi, F(xi)) (ver la Figura 14.4), es decir, 


l: fda LE POF Te) ay, (14.14) 


>< 


Xi-1 Xi 


Figura 14.4.: La aproximación de la integral definida de una función f : [x;-1,x;] > R por el área 
del trapecio correspondiente. 


El objetivo de esta sección es discutir el correspondiente método de aproximación de la integral 
definida de f, el método de los trapecios, y estimar el error que cometemos en dicha aproxima- 
ción. Comenzamos con una estimación del error en (14.14). 


Ejercicio 14.3.7. Sea f : [r,s] — R una función de clase C? en [r,s] y sea pı € R[x] el polinomio 


que interpola a f en los puntos r y s. 


1. Demostrar que f pı(x)dx = forse) (s—r). 


2. Por las estimaciones del error de interpolación (Ejercicio 12.2.8) tenemos que, para cada 


x € (r,s), existe cy € (r,s) tal que 


1920) = SF" (ele Nlx-s). 
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14. Integración definida I: funciones continuas 


Integrar esta expresión y concluir que existe c € (r,s) tal que 


S 1 
J. Hod fe ts) 01) == Fr). (14.15) 
(Sugerencia: utilizar el Teorema del valor medio generalizado para integrales (Ejercicio 
14.3.3)). 


Ahora pasamos a considerar el método de los trapecios. La idea, como hemos dicho, es apro- 
ximar la integral definida de f en cada intervalo [x;_1,x;] como en (14.14). Combinando dichas 
aproximaciones obtenemos la siguiente aproximación de la integral definida de f en [a,b], cono- 
cida como el método de los trapecios (ver la Figura 14.5): 


y 


Figura 14.5.: La aproximación del método de los trapecios de la integral definida de una función 
f: [a,b] > R asociado a una partición P := {xo,...,x5}. 


b n Xj n 
[ roa}, ax ¿Y (Ul f (xi- 1) +f (x) Ax 


i=l foe 


En particular, si los nodos xọo,...,Xn que definen la partición P en consideración están equiespa- 
ciados, es decir, x; = a + ih para 0 < i < n, con h := (b — a) /n, entonces Ax; = h paral < i < n, y 
por lo tanto, tenemos la siguiente aproximación: 


b h n—1 
| FO) dx = Ta := ¿(10 +23 Fos) +10). (14.16) 
a i=l 
El objetivo del siguiente ejercicio es obtener una estimación del error en (14.16). 
Ejercicio 14.3.8 (Error del método de los trapecios). Sea f : [a,b] + R de clase C. 
b 1 
1. Demostrar que existe c € (a,b) tal que f f(x)dx- T, = — B (b—a)h’ f" (o). 


2. Concluir que la sucesión (Ta )nen converge a fÉ f(x)dx. 
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14.3. Aproximación de la integral definida y estimación del error 


Tabla 14.2.: El valor de las aproximaciones T, del método de los trapecios para f e dx/x y el error 
AT := f? dx/x— Tn. 


n Tn AT 
10000 | 0.693147181185 | -0.000000000625 
20000 | 0.693147180716 | -0.000000000156 
30000 | 0.693147180629 | -0.000000000069 
40000 | 0.693147180599 | -0.000000000039 
50000 | 0.693147180585 | -0.000000000025 


Ejemplo 14.3.9. Consideramos la aplicación del método de los trapecios a fin de aproximar la 
integral definida de la función f : [1,2] > R, f(x) := 1/x en el intervalo [1,2]. Dado n € N, sea 
P, := {x0, ---,Xn} la partición del intervalo [1,2] definida por xi := (n+1)/n para 0 < i < n. La 


correspondiente aproximación T, es 


7 = 2 (109+2É 169+10)) at (1 yy >) 
” 2n a Cam. Anti 2) 


En la Tabla 14.2 listamos algunos valores de T, junto con los errores correspondientes. Vemos 
que los valores T, proveen una mejor aproximación que las sumas de Cauchy L(f, P,) del Ejemplo 
14.1.12. De hecho, en la Tabla 14.2 se observa que 

21 1 


dx- = 
1x aie. 16n2’ 


que concuerda con lo que predice la estimación del error del Ejercicio 14.3.8. 


Ejercicio 14.3.10. Demostrar que si f : [a,b] +R es una función convexa y T, es cualquier apro- 
ximación de la integral definida f en [a,b] por el método de los trapecios, entonces f. ja f (x)dx < Tre 


(Sugerencia: utilizar la desigualdad de Hadamard (Ejemplo 14.2.7).) 


Ejercicio 14.3.11. Para las integrales del Ejercicio 14.1.13, aplicar el método de los trapecios y 


obtener estimaciones del error que se comete al aproximarlas por dicho método. 


321 


15. Integración definida II: funciones 
integrables 


Hasta acá hemos considerado exclusivamente la integral definida de funciones continuas. Sin 
embargo, es posible extender el concepto de integral definida a una clase más amplia de funciones, 
que vamos a denominar funciones integrables. Éste es el objetivo del presente capítulo. 

Dada una función continua f : [a,b] + R, hemos definido la integral f? f(x)dx de f en [a,b] 
en términos de sumas de Cauchy asociadas a particiones de [a,b]. Recordamos que, si P := 
{xo,..-,Xn} es una partición de [a,b], la suma de Cauchy L(f,P) de f asociada a P es la suma 


LP.) = Y £(u-1)A%. 
i=1 


Esta suma es un tipo particular de suma de Riemann de f asociada a P. En general, dada una 
elección de puntos para P, es decir, una n—upla © := (Et. , => +36) tal que É; € [x;-1,x;] paral <i<n, 
la suma de Riemann S(f, P,Z) de f asociada a P y & se define como 


S(f,P,2) := Y F(EJAx 
i=1 


En el Lema 14.1.10 hemos demostrado que, si (P,)nen es cualquier sucesión de particiones de 
[a,b] tal que lim,-,.. AP, = 0, el límite lim,_,..L(f,P,) de las sumas de Cauchy L(f,P,) es 
independiente de (P,)nen, y es lo que hemos denominado la integral definida fe f(x)dx de f en 
[a,b]. Más generalmente, tenemos el siguiente resultado. 


Teorema 15.0.12. Sea f : [a,b] > R una función continua, sea (P,)nen una sucesión de parti- 
ciones de [a,b] tal que lity AP, = 0 y sea (En )nen una sucesión de elecciones de puntos para 


(Ponen (es decir, E, es una elección de puntos para P, para cada n € N). Entonces 


lim S(f, Pa, En) = rogar (15.1) 


n—00 


Demostración. De acuerdo con el Lema 14.1.10, tenemos que 


Km L( (F Pr =f f(x)dx. (15.2) 
Sea € > 0. Dado que f es continua y [a,b] es un subconjunto compacto de R, tenemos que f es 


uniformemente continua (Teorema 10.3.2). Esto implica que existe 6 > 0 tal que, si x,y € [a,b] y 
|x — y| < 6, entonces | f(x) — f(y)| < e. Como lim,_,.. AP, = 0, existe no E N tal que AP, < 6 si 


323 


15. Integración definida II: funciones integrables 


n > no. Por lo tanto, sin > no, entonces 


ISC, Pa, En) -L Pol S E IFG) — fila < e Y Ax; =e(b=a), (153) 
i=l i=l 
donde la acotación | f(&;) — f(xi-1)| < e se debe al hecho de que, dado que x;_1,6; € [xi-1,xi], 
resulta |E; —x;_1| < 6, y por ende | f(&;) — f(xi-1)| < e. 
Por otro lado, de (15.2) deducimos que existe nı € N tal que 


Lone) [suas <e (15.4) 


si n > nı. En consecuencia, si n > máx(ng,n; y, de (15.3) y (15.4) concluimos que 


b 
SUP. En) -f f(xdx 


b 
< SHB) -LAR + ur Pa) — f f(x)dx 
e(b—a)+€ =e(b—a+l). 


A 


Esto prueba (15.1) y concluye la demostración del enunciado. 


En otras palabras, a efectos de determinar la integral definida de una función continua en un 
intervalo [a,b] podemos considerar sumas de Riemann, como vamos a hacer de ahora en más. 


15.1. Funciones integrables 


Sea f : [a,b] > R una función arbitraria y consideremos una sucesión de sumas de Riemann 
(S(£, Pa, En))nen de f en [a,b] tal que lim. AP, = 0. Como hemos argumentado, sería de es- 
perar que, si existe el limite de (S(f, Pa, En))nen para cada sucesión de particiones (P,),en con 
íM,» AP, = 0 y es independiente de la sucesión (P,)ncn, éste represente adecuadamente la no- 
ción intuitiva de integral definida de f en [a,b] del mismo modo que para funciones continuas. 
Si f satisface esta propiedad se denomina integrable, y el valor límite de cualquier sucesión de 
sumas de Riemann (S(f,P:,2n))nen con lim, AP, = 0 es lo que se denomina la integral de f 
en [a,b]. 


Definición 15.1.1 (Función integrable). Sea f : [a,b] +R una función. Si existe el límite de 
(S(f, Pa, Zn) nen para cada sucesión de particiones (P,)nen con M,» AP, = 0 y es indepen- 
diente de (Pa)nen, entonces f se dice integrable en [a,b]. En tal caso, definimos la integral 
definida e f(x)dx de f en [a,b] como el límite de cualquier sucesión de sumas de Riemann 
(SCF, Pa, En) nen con lim AP, =0. 


Con esta terminología, podemos enunciar del siguiente modo nuestro resultado sobre la integral 
definida de una función continua (Teorema 15.0.12). 


Teorema 15.1.2. Sea f : [a,b] +R una función continua. Entonces f es integrable. 


Ejercicio 15.1.3 (Invariancia por traslaciones). Si f : [a,b] > R es una función integrable, demos- 
trar que f? f(x)dx = [PFE f(x—c)dx. 


at+c 
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Ejercicio 15.1.4 (La integral definida como “promedio”). Sea f : [a,b] > R una función integrable 
y sea P, := p”, Ta x} la partición de [a,b] definida por xl”) :=a+i(b—a)/n para0 <i<n. 


Si i = f(a”) para 1 < i < n, demostrar que 


i 


a ey... g p b 
jj E a f f(x)dx y lim 4/ fP 6...) = era le mf, 
noo n b-aJa noo 


. . . ree) . z . n 
es decir, la media aritmética y la media geométrica de los valores fi ) converge a la corres- 


pondiente “media” de la función f. De todas maneras, cabe destacar que, en ambos casos, la 
convergencia suele resultar lenta. 


La integral definida de funciones integrables satisface las mismas propiedades que la de fun- 
ciones continuas, como puede constatarse observando que las demostraciones de la aditividad 
(Proposición 14.2.1), las propiedades aritméticas (Proposición 14.2.3) y la monotonía (Proposi- 
ción 14.2.6) continúan siendo válidas en este contexto más general. Así, tenemos el siguiente 
resultado, cuya demostración dejamos a cargo del lector. 


Teorema 15.1.5. Sean f,g : [a,b] > R funciones integrables. 
1. Sic € (a,b), entonces f}? f(x)dx = fE f(x)dx+ f? f(x)dx. 
2. Si à ER, entonces [?(Af(x) +2(2)dx=4 f? f(x)dx+ fË e(x)dx. 


3. Si f(x) < g(x) para cada x € [a,b], entonces [? f(x)dx < f? g(x)dx. 


15.1.1. Caracterización £—ô de la integrabilidad 


Nuestra definición de integral definida (Definiciones 14.1.11 y 15.1.1) le da forma matemática a 
la idea intuitiva de “tomar límite” de las sumas de Riemann cuando la norma de las mismas tiende 
a 0. Ahora bien, a propósito de la discusión de límites continuos hemos demostrado que éstos 
pueden definirse tanto por sucesiones como en términos ““e-—6” (Lema 10.1.14). A fin de obtener 
una noción de función integrable más simple, vamos a expresarla en términos “g—0”. 


Teorema 15.1.6 (Caracterización €—6 de la integrabilidad). Una función f : [a,b] > R es integra- 
ble si y solo si para cada e > 0 existe 5 > 0 tal que, si P y Q son particiones de [a,b] con AP < 8 
y AQ < Ô y E y A son elecciones de puntos para P y Q, entonces 


IS(f,P,E) —S(f,0,A)| < e. 


Demostración. Argumentamos como en la demostración de la equivalencia de la caracterización 
de los límites continuos por sucesiones o en la forma £-Ó (Lema 10.1.14). Supongamos que existe 
€ > 0 tal que no existe 6 > 0 en las condiciones del enunciado. Si elegimos ô = 1/n para cada 
n € N, tenemos que existen particiones P, y Q, de [a,b] con AP, < 1/n y AQ, < 1/n y elecciones 
de puntos =, y A, para P, y Qn tales que 


IS(f; Pa, En) — S(£, Qn, An )| = €0 (15.5) 
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para cada n € N. Dado que (AP, Jnen y (AQn)nen convergen a 0 y (15.5) implica que 
Mim S(£, Pn, En) = lim S(f, On, An), 


concluimos que f no es integrable en [a,b]. 

Por otro lado, supongamos ahora que para cada € > 0 existe ô > 0 que satisface las condiciones 
del enunciado. Dada una sucesión de particiones (P,)nen de [a,b] con lím,» AP, = 0 y una 
sucesión de elecciones de puntos (E )nen para (Pr)nen, afirmamos que (S(f, Pa, Zn))nen es una 
sucesión de Cauchy. En efecto, dado € > 0, existe ny E N tal que AP, < 6 para cada n > ng, lo 
cual implica que 

IS, Pa En) — Sf; Pm; Em) | < € 


para n,m > ny. Vemos entonces que (S(f,P,, En))ney es de Cauchy, y por ende, converge. Asi- 
mismo, sean (Pa)nen y (Qn)nen dos sucesiones de particiones de [a,b] tales que lim,,.AP, = 
lím,, +00 AQ, = 0. Fijemos € > 0 y sea 6 > 0 que satisface las condiciones del enunciado. Si 
elegimos ny € N tal que max{AP,,, AQ, + < ô para cada n > no, concluimos que |S(f,P,, Zn) — 
S(f,Qn,An)| < € para cada n > no, lo que demuestra que Lim SU, Pa En) = Lim S(f, Qn, An). 


Ejemplo 15.1.7. Sea f : [0,1] + R la función definida por f(x) :=1/xsixX%0 y f(0) := 0. 
Afirmamos que f no es integrable en [0, 1]. En efecto, dado n € N, sean 


1 2 n—1 a 12 n—1 1 2 n—1 
Pn:= Oi ie ,1 5n :5 | >’ ,1 » An = Seog ) 
nn n nn n 2n n n 


es decir, En y A, son dos elecciones de puntos para P, que difieren solo en el primer punto. La 


diferencia de las correspondientes sumas de Riemann es 


n 1 1\\1 1 
S ¿Pas An =S ¿Pay En = Ài = i Ax; = ( ) ( ) = =]. 
(FP) -SERE = Y (04) — 108) = (4(55) —1(G) ) 5 =m 
Dado que AP, = 1/n para cada n € N, vemos que no existe 6 > 0 tal que, si P y Q son particiones 
de [0,1] con AP < ô y AQ < 6, entonces |S(f,P,=) — S(f,Q,A)| < 1. Esto prueba que f no es 
integrable en [0,1]. 


Del resultado precedente deducimos que podemos aproximar la integral entre a y b de una 
función integrable f : [a,b] > R con un grado de precisión arbitrario con tal de considerar sumas 
de Riemann correspondientes a particiones suficiemente finas. En efecto, fijemos e > 0 y sea 6 > 0 
como en la caracterización €—6 de la integrabilidad (Teorema 15.1.6). Sea P una partición de [a,b] 
con AP < 6 y sea Z una elección de puntos de [a,b] para P. Afirmamos que 


Prtoar—s4P) <2e. 


A fin de demostrar esta afirmación, observamos que si (P,)nen es una sucesión de particiones tal 


que lím AP, = 0, entonces 
n—,00 


b 
lim S(F, Pa En) = [fax 
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Fijemos no € N de modo que AP, < 6 y 


b 
hi F(x)dx—S(f,PigsEng)| < E. (15.6) 


Dado que APh < 6 y AP < 6, la caracterización £-Ó de la integrabilidad nos asegura que 
IS(£, Pao: Enp) — S(f,P,Z)| < €. Combinando esta desigualdad con (15.6) tenemos que 


b 
[ fear SP2) + ISC Pro Emp) — SUF,P,E)] < 2e. 


b 
< [109450 Poy En) 


Asi, hemos demostrado el siguiente resultado. 


Corolario 15.1.8 (Teorema de Darboux). Sea f : [a,b] + R una función integrable. Para cada 
e > O existe 5 > 0 tal que, si P es una partición de [a,b] con AP < 6 y E es una elección de puntos 
para P, entonces 


f ras=sf.B3) <e. 


Ejemplo 15.1.9. Sean 0 < a < b y consideremos la integral definida J, H dx. Dado £ > 0, que- 
remos determinar 6 > 0 que asegure que la conclusión del Teorema de Darboux es cierta. Para 
esto, sea P := {xo,...,Xn} una partición de [a,b] y = := (É€,..., En) una elección de puntos para 


P. Tenemos entonces que 


n 3 
Xj 


aie = be 2 o x -1 2 
| Par—s4 ra= -S-E fax =Y | 2 - H éA J. 
2 3 A3 3 


q i=1 


Fijemos un intervalo [x;_1,x;]. El Teorema del valor medio (Teorema 12.1.4) asegura que existe 


2 


Ni € [x;-1,x;] tal que E —=x1 = 3n'Ax;. En consecuencia, 


n 


f Pa- S(f,P,2) = Y (n? — Ef) Axi. 


a i=1 


A fin de determinar la validez del Teorema de Darboux en este caso, vamos a estimar la diferencia 
entre la integral definida f? x?dx y la suma de Riemann S(f,P,=). Por la identidad precedente 


tenemos que 


b 
[8ax-StP2) 


l 


l 


< Y Init Gil [ni — GAs < Y 2bAx; < 2bAP Y Ax; = 2b(b — a)AP. 
iZi =1 =1 


Esto prueba que 6 := €/2b(b— a) satisface la condición del Teorema de Darboux. 


15.1.2. Integrabilidad por medio de sumas inferiores y superiores 


La caracterización €—6 de las funciones integrables (Teorema 15.1.6) simplifica en algún senti- 
do la cuestión: se trata de comparar dos sumas de Riemann asociadas a particiones “suficientemen- 
te finas”. Vamos a expresar la cuestión en términos de sumas inferiores y superiores de f. Dada 
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una función acotada f : [a,b] > R y una partición P := [xp,...,xn) de [a,b], la suma inferior 
s(f,P) y la suma superior S(f,P) asociadas a f y P se definen por 


s(f,P) = Y mix, S(f,P) := Y Mibx, 
i=1 i=l 


siendo m; := inf{ f(x) : x € [xi-1,xi]} y Mi := sup{ f(x) : x € [xi-1, xi] }. 


Integrabilidad por medio de diferencias de sumas inferiores y superiores 


Supongamos que f : [a,b] > R es integrable y sea € > 0. La caracterización £—ô de la integra- 
bilidad asegura que existe ô > 0 tal que, si P y Q son particiones de [a,b] con AP < ô y AQ < ô y 
= y A son elecciones de puntos para P y Q, entonces 


Sean P y Q particiones de [a,b] tales que AP < 6 y AQ < 6. Consideremos la suma superior 
S(f,P) asociada a la partición P := {x0,Xx1,...,Xn}. Dado i € {1,...,n}, de la definición de M; 
concluimos que existe &; € [x;-1,x;| tal que M; — € < f(&;) < Mi. Si llamamos © := (61,...,6n)a 
la elección de puntos así obtenida, tenemos que 


S(S,P)- (b-a)e = Y (Mi— £)Axi < Y (GA = SF, PE) < SSP) (158) 
i=1 


i=1 


Con un razonamiento similar deducimos que, si Q es una partición de [a, b], existe una elección de 
puntos A para O de modo que 


Combinando (15.7), (15.8) y (15.9) concluimos que 
S(f,P) —s(f,Q) < S(f,P, 2) —s(f,Q,A) +2€(b—a) < e(1 + 2(b—a)). 


es decir, la diferencia entre una suma inferior s(f, O) y una suma superior S(/,P) puede ha- 
cerse arbitrariamente chica con tal de que elegir las particiones P y Q con norma suficientemente 
chica. 

Más aún, esta propiedad caracteriza a la funciones integrables. En efecto, sea f : [a,b] + R 
una función con dicha propiedad, esto es, para cada e > 0 existe 6 > 0 tal que, si P y Q son 
particiones de [a,b] con AP < 8 y AQ < ô, entonces S(f,P) —s(f,Q) < €. Si E y A son elecciones 
de puntos para P y O, entonces tenemos que 


s(f,P) ES(S,P,E) SSFP), s(f,Q) ES(f,0,A) <S(f,0). 


(ítem 1 del Ejercicio 14.1.6). De esto deducimos que 


—€ <s(f,P) —S(f,Q) SS(f,P,Z) —S(f,Q,A) < S(f,P) —s(f,0) <E. 
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En conclusión, tenemos el siguiente enunciado. 


Teorema 15.1.10. Una función f : [a,b] + R acotada! es integrable si y solo si para cada € > 0 
existe ô > 0 tal que, si P y Q son dos particiones con AP < 6 y AQ < ò, entonces 0 < S(f,P) — 


s(f,0) <€ 


Ejemplo 15.1.11. Sea 0 <a <b y consideremos nuevamente la integral definida dx. Sean 
P := {xo,..-,;Xn} y Q := {y0,---,¥m} dos particiones cualesquiera del intervalo [a,b]. Dado que 
f: [a,b] — R, f(x) := x? es una función creciente, si zi-1 < zi son dos puntos del intervalo [a,b], 
entonces inf{ f(x) : x € [zi-1,z:]} = f(zi-1) y sup{ f(x) : x € [zi-1,zi]} = f (zi). En consecuencia, 
tenemos que 


S(f,P) s(f,Q) = Eras 2 ¡Ay);. 


A fin de estimar superiormente esta diferencia, recordamos que S(f,Q) —s(f,P) > 0 (Ejercicio 
14.1.6), y por lo tanto, 


= La? Dga m -y 1)Ay;. 
i—1 j= 


Argumentando como en el Ejemplo 15.1.9 concluimos que 0 < S(f,P) —s(f,Q) < 2b(b—a)(AP+ 
AQ) lo que demuestra que S(f,P) —s(f,Q) < € si P y O son suficientemente finas. 


La condicion de Riemann de integrabilidad 


El siguiente paso es expresar la integrabilidad en términos de la diferencia entre las sumas 
inferiores y superiores de f correspondientes a una misma partición. Sea € > 0. De acuerdo con 
nuestra caracterización de la integrabilidad en términos de sumas inferiores y superiores (Teorema 
15.1.10) tenemos que existe ô > 0 tal que, si P es una partición con AP < 6, entonces 


S(f,P) —s(f,P) < €. (15.10) 


A su vez, esta última condición, aparentemente más débil, es de hecho equivalente a la integrabi- 
lidad de la función f : [a,b] —> R en consideración. En efecto, sea € > 0 y supongamos que existe 
ô > 0 tal que se satisface (15.10) para cada partición P con AP < 6. Dadas dos particiones P y Q 
con AP < ô y AQ < 6, tenemos que s(f,P) < S(f, O) (ítem 2 del Ejercicio 14.1.6), y por lo tanto, 


En conclusión, tenemos el siguiente enunciado. 


Teorema 15.1.12 (Condición de Riemann de integrabilidad). Sea f : [a,b] > R una función aco- 


tada. Entonces f es integrable si y solo si para cada e > 0 existe 6 > 0 tal que para cada partición 


'Como vamos a ver más adelante (Lema 15.2.1), las funciones integrables son acotadas, por lo que la hipótesis de 
acotación de f en este enunciado no restringe su generalidad. 
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P de [a,b] con AP < 6 tenemos que 
S(f,P) —s(f,P) <E. 


Ejemplo 15.1.13. Analizamos si la función f : [0,1] — R, f(x) := x? para x #1, f(1) := 2 es 
integrable en [0,1]. Sea P := {xo,...,Xn} una partición arbitraria de [0,1]. Dado que f es una 
función creciente, en cada intervalo |x;_1,x;| alcanza el ínfimo en x;_1 y el supremo en x;. Por lo 


tanto, 


n n—1 


S(f,P)—s(f,P) = Y (f(x) — f(-1))A0% = Y (7 —x7 Aut (2—x%_1)Ax%y 


i=1 i=1 


ae( Do-t); 


i=l 


IA 


La sumatoria en la última expresión es “telescópica” y se reduce a 2 — xa = 2. Concluimos en- 
tonces que S(f,P)— s(f,P) < 2AP, de lo cual, por la condición de Riemann de integrabilidad 
(Teorema 15.1.12), deducimos que f es integrable en [0,1]. 


Un punto interesante en la nueva caracterización de la noción de integrabilidad es que, como 
se aprecia en el Ejemplo 15.1.13 precedente, la diferencia S(f,P) —s(f,P) adquiere una forma 
particularmente simple. En efecto, 


S(f,P) = s(f,P) = Y MiAy; = Y mba = Y — mj)Ax;. 
i=l i=l i=l 


La diferencia M; — m; coincide con lo que hemos denominado la oscilación 


O(f, [xi-1,xi]) = sup{| f(x) — F()|: x, y € Pa-1,xi]} 


de f en [x;_1,x;] en nuestra discusión sobre la noción de módulo de continuidad (Ejercicio 10.3.12 
de la Sección 10.3.1). Más precisamente, tenemos el siguiente enunciado. 


Lema 15.1.14. Si f : [a,b] — R es una función acotada, entonces 
o(f, [a,b]) = sup f (fa, b]) — inf fla, b]). 


Demostración. Observamos en primer lugar que sup f([a,b]) — inf f([a,b]) es una cota superior 
para {| f(x) —f(»)|:x,y € [a, b]). En efecto, si x, y son elementos arbitrarios de [a, b], y suponemos 
sin pérdida de generalidad que f(x) < f(y), entonces 


inf f([a,b]) < f(x) < f(y) < sup f([a, b]), 


de donde concluimos que | f(x) — £(y)| < sup f [a,b] — ínf f [a,b], y por lo tanto, que w(f, [a, b]) < 
sup f (la, b]) — inf (la, b]). 

Por otro lado, supongamos que la imagen f([a,b]) consta de al menos dos elementos (en caso 
contrario el resultado es evidente). Entonces existen sucesiones (X»)nen Y (Yn)nen de [a,b] tales 
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que íM, f (xn) = inf f ([a,b]) y limp. f (yn) = sup f([a,b]). Como inf f([a, b]) < sup f({a, 5]), 
existe ny € N tal que f(x,) < f(yn) para cada n > no. Por lo tanto, 


Km |f(n) — f (xn)! = Ám (FfOn) — f (%n)) = sup f ([a,b]) = inf f ([a, b)). 


Tenemos entonces que sup f (Ja, b]) — inf f([a, b]) es una cota superior del conjunto {|f(x)— f(y)|: 
x,y € [a,b] } y existe una sucesión de elementos de [| f(x) — f(y)| : x,y € [a,b]} que converge a 


sup f([a, b]) — inf f([a,b]). Esto concluye la demostración. 


En resumen, tenemos las siguientes caracterizaciones de la integrabilidad. 


Teorema 15.1.15 (Distintas caracterizaciones de la integrabilidad). Sea f : [a,b] > R una función 


acotada. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes: 
1. f es integrable en [a,b]. 


2. Para cada e > 0 existe 6 > 0 tal que si P y Q son particiones de [a,b] con AP < 5 y AQ < ô 
y EZ y A son elecciones de puntos para P y Q respectivamente, entonces 


IS(f,P, =) -s(f,Q,A)| <E. 
3. Para cada e > 0 existe 5 > 0 tal que si P es una partición de [a,b] con AP < ô, entonces 
S(f,P) —s(f,P) <E. 


4. Para cada £ > 0 existe 5 > 0 tal que, si P := {x0,X1,. .-,Xn} es una partición de [a,b] con 
AP < 6, entonces 


y olf, [xj_1, xj] Ax; < €. 
i=l 


Demostración. Solo tenemos que combinar los resultados que hemos demostrado hasta aquí. En 
efecto, la equivalencia entre 1 y 2 es la caracterización £—ô de la integrabilidad (Teorema 15.1.6), 
la equivalencia entre 1 y 3 es el enunciado de la caracterización de Riemann de la integrabilidad 
(Teorema 15.1.12), en tanto que la equivalencia entre 3 y 4 es una consecuencia inmediata del 
Lema 15.1.14. 


15.2. Clases de funciones integrables que no son continuas 


Las diversas caracterizaciones de la integrabilidad (Teorema 15.1.15) nos permiten establecer 
algunas propiedades de las funciones integrables y extender nuestro “catálogo” de funciones inte- 
grables. 


15.2.1. Propiedades de las funciones integrables 


Comenzamos con una propiedad que ya hemos mencionado: una función f : [a,b] — R inte- 
grable es necesariamente acotada. 


15. Integración definida II: funciones integrables 


Lema 15.2.1 (Acotación de las funciones integrables). Sea f : [a,b] > R una función integrable. 
Entonces f es acotada. 


Demostración. Supongamos que f : [a,b] — R es una función que no es acotada. Esto significa 
que existe una sucesión (az) zen de |a, b] tal que lim;_,.. | f(az)| = œ. En particular, por el Teorema 
de Bolzano—Weierstrass (Teorema 8.2.5) tenemos que (ax) ren posee una subsucesión convergente 
a æ € [a,b]. En consecuencia, sin pérdida de generalidad vamos a suponer que limy_,..a, = A y 
que f(a,) > 0 para cada k € N. 

Dados € > 0 y 6 > 0 arbitrarios, afirmamos que si P es una partición de [a,b] con AP < ô, 
entonces existen dos sumas de Riemann S(f,P,E) y S(f,P,A) tales que 


IF BESA PAE. (15.11) 


Así, de acuerdo con la caracterización €—6 de la integrabilidad (Teorema 15.1.6 o condición 2 del 
Teorema 15.1.15) podremos concluir que f no es integrable en [a,b]. 

Para esto, sea P := {xo,...,X,} una partición de [a,b] con AP < 6 y fijemos i € {1,...,n} de 
forma tal que Q € [x;-1,x;] y existen infinitos k € N tales que az € [x;-1, xj]. Sea Z := (61,...,En) 
una elección de puntos de [a,b] para P y sea Ez la elección de puntos para P que obtenemos 
reemplazando &; por a, para cada k € N, es decir, Ez := (&1,...,6-1, 4%, 6:41,---, 62). Tenemos 
entonces que, si m # i, el m-ésimo sumando f(€,,)Ax en las sumas de Riemann S(f,P,Z) y 
S(f,P,Ex) coincide, ya que el punto E, € [xm-1,Xm] que elegimos en ambas sumas es el mismo. 
En consecuencia, 


S(f,P,Ex) — S(f,P,E) = f(ax)Axi — f (Ei) Axi = (flak) — F(Es)) Axi — eo. 


k— œ 


Esto prueba que existen dos elecciones de puntos €, A := &;, para P de modo tal que se satisface 


(15.11). Esto concluye la demostración. 


Otra propiedad importante de las funciones integrables es la “aditividad del dominio”, es de- 


cir, el hecho de que podemos establecer la integrabilidad de una función en un intervalo [a,b 
demostrando que ésta se verifica en dos subintervalos [a,c] y [c, b]. 


Lema 15.2.2 (Aditividad del dominio). Sea f : [a,b] > R una función y sea c € (a,b). Entonces 
f es integrable en [a,b] si y solo si f es integrable en [a,c] y [c, b]. 


Demostración. Supongamos que f es integrable en [a,b], fijemos € > 0 y sea ô > 0 que satisface 
la condición de Riemann de integrabilidad (Teorema 15.1.12 o condición 3 del Teorema 15.1.15) 
en [a,b]. Si P es una partición de [a,c] con AP < 6, entonces podemos completarla a una partición 
Q de [a,b] con AQ < 6. Dado que 


S(F,P)—s(f,P) < S(f,Q) —s(f,Q) < €, 


concluimos que f es integrable en [a,c]. Un argumento similar prueba que f es integrable en [c, b]. 
Recíprocamente, si f es integrable en [a,c] y [c,b], fijemos e > O y sea dp > O que satisface la 
condición de Riemann de integrabilidad (Teorema 15.1.12 o condición 3 del Teorema 15.1.15) 
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tanto en [a,c] como en [c,b]. Sea P := [xp,...,x,) una partición de [a,b] con AP < ô (8 > 0 a 
determinar), y sean P’ := {xo,x1...,x;-1,c} y P” := {c,x;,...,%,}. Entonces tenemos que 


S(f,P) —s(f,P) < o(f,[xi-1,xi]) Axi ES (APO — s(f,P’) + S(f,P”) —s(f,P") <2K6 +2e, 


donde K es una cota superior para |f| en [a,b]. Así, eligiendo 6 < min{ dp, €/2K} resulta S(f, P) — 
s(f,P) < 3e. Esto prueba que f es integrable en [a,b]. 


Ejemplo 15.2.3. A partir de las propiedades de las funciones integrables que hemos demostra- 
do podemos “ampliar” el catálogo de funciones integrables. En tal sentido, afirmamos que el 
producto de dos funciones integrables es una función integrable. 

En efecto, sean f,g : [a,b] > R funciones integrables y sea P := [xp,..., xn) una partición del 
intervalo [a,b]. De acuerdo con la caracterización de la integrabilidad en término de la oscilación 
(condición 4 del Teorema 15.1.15), analizamos la suma 


Y 0(fg, (xi-1,x1])Ax;. 
i=l 


Dado que f y g son integrables, resultan acotadas (Lema 15.2.1), por lo que existe K > 0 tal 
que |f(x)| < K y lg(x)] < K para cada x € [a,b]. Si x,y € [x;_1,x;], entonces 


Eg) 020) < 1001186) =30)1+ lg 011400 =£0)1<Klg0)= 301 +K1f(x) -FO)I- 


Por ende, O(fg, [xi-1,xi]) < K@(f, [xi-1,xi]) + K@(g, [x;-1,x5]) para 1 < i < n. Así, 


y O( fg, (x;-1,x1))Ax, < KÝ O(f, [xj-1,x1))Ax; +KÝ @(3, [x;-1,x1))Ax;. 
iZi El = 


= l 


Sea € > 0. Dado que f y g son integrables en [a,b], de la integrabilidad por oscilaciones (condi- 
ción 4 del Teorema 15.1.15) tenemos que existe 5 > 0 tal que si AP < ô, entonces 


n n 
X O(f, [xi-1;xi])Axi <e y y (g, [xi-1, xi] Axi < e. 
i=l i=l 
Esto demuestra que Y ;_, O(fg, [xi-1,xi])Ax; < 2Ke, lo que prueba que fg es integrable. 
Ejercicio 15.2.4. Sean f,g : [a,b] > R funciones integrables. 


1. Demostrar que f +g es integrable en [a,b]. 


2. Demostrar que si existe K > 0 tal que |g(x)| > K para cada x € [a,b], entonces f/g es 


integrable en [a,b]. 
Ejercicio 15.2.5. Sean f,g : [a,b] > R funciones integrables. 


1. Demostrar que |f| y |g| son integrables en [a,b]. 


2. Sean hy,h> : [a,b] + R las funciones definidas por hi (x) := max{f(x),g(x)} y M(x) := 
min{ f(x), g(x)). Demostrar que hı y h son integrables. (Sugerencia: probar que hı = 


(f$+8)/2+1f-8l/2y mM=($+8)/2-1f—g8l/2.) 
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15.2.2. Funciones acotadas con finitas discontinuidades 


A fin de extender el “catálogo” de funciones integrables, comenzamos demostrando que las 
funciones f : [a,b] > R acotadas que tienen a lo sumo finitas discontinuidades en [a,b] son 
integrables. Para esto, analizamos en primer lugar las funciones acotadas cuyas discontinuidades 
se sitúan en el borde del intervalo en consideración. 


Lema 15.2.6. Sea f : [a,b] + R una función acotada que es continua en (a,b). Entonces f es 
integrable en [a,b]. 


Demostración. Supongamos que |f (x)| <K para todo x € [a,b]. Sea e > 0 y sean c,d € (a,b) tales 
que c<d,b=d<e y c—a < e. Además, dado que f es continua en [c,d], sea 9 > 0 tal que el 
módulo de continuidad @(f; 5) de f en [c,d] es menor que £. Finalmente, sea P := {xo,...,Xn} una 
partición de [a,b] tal que AP < min{eé, ô}. Entonces, si ip := min{i:c < x;} ei) := max{i: x; < d}, 
tenemos que 


ig i n 
ISP,P,2)-S(f,Q,A)| < 2K Y Axi + y @( f; [xi-1,xi]) Ax; + 2K y AX; 
i=l ¡=ip +1 i= +1 
i 
< 4Ke+ Y o(f;d)Axj+4Ke = e(8K +b- a). 


i=ig+1 


Esto demuestra el enunciado del lema. 


La “aditividad del dominio” de las funciones integrables (Lema 15.2.2) nos permite generalizar 
el resultado precedente. Más precisamente, tenemos el siguiente resultado. 


Corolario 15.2.7. Sea f : [a,b] > R una función acotada tal que tiene finitas discontinuidades en 
[a,b]. Entonces f es integrable. 


Demostración. Sean a < xo < xı < ++- < Xn <b las discontinuidades de f en [a,b]. Fijemos i € 
{1,...,n}. Tenemos entonces que f es integrable en [x;_1,x;], dado que es continua en (x;_1,x;) 
y acotada en [x;_1,x;] (Lema 15.2.6). Así, aplicando reiteradamente la aditividad de la integral 


(Lema 15.2.2), vemos que f es integrable en [a,b]. 


Ejemplo 15.2.8. Del resultado anterior concluimos que la función f : |—1,1] > R definida por 
f(x) :=sen(1/x) six4 0 y f(0) :=0 es integrable, ya que posee una única discontinuidad en 
x=0. 


Ejemplo 15.2.9. Sea f : [0,1] — R la función definida por f(x) := 1 six € Q y f(x) :=0 si 
x € Q. Entonces f no es integrable en [0,1]. De hecho, si P := {xo,x1,---;Xn} es una partición 
arbitraria de [0,1], por la densidad de Q y de RX Q en R, tenemos que inf{ f(x) : x € |[xi-1,xi]} =0 
y sup{ f(x) : x € [x;1,xi]) = 1. En consecuencia, s(f,P) =0 y S(f,P) = 1, de lo que deducimos 


fácilmente que f no es integrable en (0, 1]. 


Vemos entonces que una función f : [a,b] > R acotada con infinitas discontinuidades en [a,b] 
no necesariamente es integrable, por lo que el enunciado del Corolario 15.2.7 no puede ser gene- 
ralizado al caso de infinitas discontinuidades. 
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Las funciones convexas son integrables 


Una consecuencia importante de los resultados precedentes de integrabilidad de funciones no 
necesariamente continuas (Lema 15.2.6 y Corolario 15.2.7) es que las funciones convexas son 
integrables. En efecto, sea f : [a,b] + R convexa. Tenemos entonces que, para cada ¢ € [0,1], 
f(ta+(1—1t)b) <tf(a)+ (1—1t)f(b) < max{ f(a), f(b)}. Por otro lado, cada punto x € [a,b] 
puede expresarse en la forma x = (a + b)/2 + y, siendo |y| < (b—a)/2. Dado que 


a+b 1l a+b at a+b 
E i as ae) E E 


concluimos que 


Por lo tanto, 


b b b b 
EEE 


Invirtiendo el signo de las desigualdades en nuestros argumentos deducimos que una función cón- 


) —máxifa),£(6)). 


cava es acotada. Así, hemos demostrado el siguiente enunciado. 
Lema 15.2.10. Si f : [a,b] > R es convexa o cóncava, entonces es acotada. 


Por otro lado, tenemos que una función f : [a,b] + R convexa o cóncava es necesariamente 
continua en (a,b) (ver, por ejemplo, [NP06, Theorem 1.3.3]). Combinando este resultado con el 
hecho de que f es acotada (Lema 15.2.10) vemos que f satisface las hipótesis de nuestro resultado 
de integrabilidad de funciones no necesariamente continuas (Lema 15.2.6), por lo que obtenemos 
la siguiente conclusión. 


Lema 15.2.11. Si f : [a,b] > R es convexa o cóncava, entonces es integrable. 


Las funciones monótonas son integrables 


Nuestro tercer resultado sobre la integrabilidad de funciones no necesariamente continuas con- 
cierne las funciones monótonas (crecientes o decrecientes). 


Lema 15.2.12. Sea f : [a,b] + R una función monótona. Entonces f es integrable. 


Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad que f es creciente. Es claro que f es 
acotada. Sea P := {xo,...,%»} una partición arbitraria de [a,b] y consideremos la suma inferior 
s(f,P) y superior S(f, P) asociadas a f. Dado que f(xj-1) < f(x) < f(x;) para cada x € [x;_1,xi], 
tenemos que 


SP) SP) =E UC) FDA < APESE) =A) = APL) a) 


Así vemos que la diferencia S(f,P) — s(f,P) se puede hacer arbitrariamente “chica” si la partición 


P es suficientemente fina. Esto concluye la demostración. 
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Ejemplo 15.2.13. La función f : R > R, f(x) := |x| es monótona, por lo que es integrable en 


cualquier intervalo [a, b]. 


Ejercicio 15.2.14. Sea f : [a,b] > R una función tal que existe una partición {xo,...,Xn} de [a,b] 
tal que f [AS es monótona o continua para 1 <i < n. Demostrar que f es integrable en [a,b]. 
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16. Integración definida Ill: funciones 
derivables 


En los dos capítulos anteriores hemos visto que la integral definida de una función integrable 
es el límite de sucesiones de aproximaciones, que representan la integral definida de figuras más 
simples (uniones rectángulos en el caso de las sumas de Riemann o uniones de trapecios en el 
método de los trapecios). Así, en general, la integral definida de una función dada no resulta fácil 
de determinar. De todas maneras, hemos obtenido, trabajosamente, fórmulas explícitas para la in- 
tegral definida de ciertas funciones elementales, tales como las polinómicas y ciertos tipos simples 
de funciones racionales y exponenciales. El presente capítulo está dedicado a estudiar la relación 
entre los procesos de derivación e integración definida, relación que ha permitido ampliar de ma- 
nera significativa el catálogo de funciones para las que se dispone de fórmulas explícitas de su 
integral definida en un intervalo arbitrario, a la vez que permite obtener información fundamental 
sobre el comportamiento de la integración definida. 


16.1. El Teorema fundamental del cálculo 


Sea f : [a,b] > R una función integrable. Por la “aditividad del dominio” (Lema 15.2.2) tenemos 
que f es integrable en cada intervalo [a,x] con x € [a,b], y por lo tanto, la función F : [a,b] > R, 


F(x) := Proa. (16.1) 


está bien definida. Nuestro objetivo es estudiar esta función. Comenzamos observando que F es 
Lipschitz continua en [a,b]. De hecho, dado que f es integrable, resulta acotada (Lema 15.2.1), 
y por lo tanto, existe K > 0 tal que |£(x)| < K para cada x € [a,b]. En consecuencia, 


[ra — [fat [feat 


para cada par de puntos x,y € [a,b] con x < y. Así, tenemos el siguiente enunciado. 


|F (x) -FO)|= 


< [sold < kh 


Lema 16.1.1. La función F de (16.1) es Lipschitz continua. 


Más aún, tenemos el siguiente resultado clave, que establece una relación entre la integración 
y la derivación, que denominamos la primera forma del Teorema fundamental del cálculo. 


Teorema 16.1.2 (Teorema fundamental del cálculo - primera forma). Sea f : [a,b] > R una fun- 


337 


16. Integración definida III: funciones derivables 


ción integrable y sea F : [a,b] > R la función 
F(x):= 0 fedt. (16.2) 


Si f es continua en c € [a,b], entonces F es derivable en c y F'(c) = f(c)?. 


Demostración. Sea € > 0. Por la continuidad de f en c tenemos que existe ô > 0 tal que | f(t) — 
f(c)| < e para todo t € [a,b] tal que |t — c| < 6. Supongamos sin pérdida de generalidad que 
[c,c +8) C [a,b]. Entonces, si 0 < h < 6, tenemos que 


EEEO o [E roa- foa) 10] - 


= i| Foa- = 


Aft f(t) — f(c))dt} < 


1 jo- f(c)|dt < Teh=e. 


La demostración para el caso h < 0 sigue de forma similar. 


Corolario 16.1.3. Si f : [a,b] + R es continua, entonces la función F de (16.2) es derivable en 
[a,b] y F' (x) = f(x) para todo x € [a,b]. 


Ejercicio 16.1.4. Si f : [a,b] > R es una función continua y g,h : [a,b] — [a,b] son funciones 


derivables en [a,b], demostrar que la función ? 


h(x) 
F:|a,b]) >R, F(x) =f f(tdt 


es derivable en [a,b] y F'(x) = f (h(x) )h’ (x) — f(e(x))g' (x) para cada x € [a,b]. 


Una función F como en el Corolario 16.1.3 se dice una primitiva de f. De acuerdo con el 
Corolario 16.1.3, toda función continua en un intervalo cerrado y acotado [a,b] posee una 
primitiva. 

Una observación importante en relación con el concepto de primitiva es que dos primitivas 
de la misma función difieren en una constante. En efecto, si G1 : [a,b] +R y G2: [a,b] > R 
son dos funciones continuas que son primitivas de una función f : [a,b] + R en (a,b), entonces 
Gi (x) = G} (x) para cada x € (a,b). Por lo tanto, la derivada de la función G¡ — G2 se anula en 
cada punto x € (a,b), de lo que concluimos que G; — G2 es constante, esto es, existe A € R tal 
que G(x) — Go(x) = À para cada x € [a,b]. En particular, si f : [a,b] + R es continua y G es 
una primitiva de f, dado que, por el corolario de la primera forma del Teorema fundamental del 
cálculo (Corolario 16.1.3), la función F de (16.2) es continua (Lema 16.1.1) y una primitiva de f, 
tenemos que existe A € R tal F(x) — G(x) = A para cada x € [a,b]. En consecuencia, 


a b 
G(b) — G(a) = F(b) -F (a) = i re / fQ)dx = ii F(xde. 


'En el caso en que c = a o c = b, la derivada correspondiente es la derivada por izquierda o derecha, esto es, el límite 
del cociente incremental por izquierda o derecha, según corresponda. 
2Con la convención de que f° f(t)dt :=0 y fE fdt := — 4 f(t)dt sic <d. 
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Así, tenemos el siguiente resultado, que a veces se denomina la segunda forma del Teorema fun- 
damental del cálculo. 


Corolario 16.1.5. Sea f : [a,b] — R una función continua y sea G : [a,b] + R una función conti- 


nua que es una primitiva de f en (a,b). Entonces 
b 
f f@ax= 6G) -Gta). 


Ejemplo 16.1.6. Sea f : [-1,1] > R la función f(x) := V1—x? y consideremos la función F : 


[—1,1] >R definida por 
arcsen 
F(x) :=~V1 x? 4 5 a 


Observamos que F es continua, dado que es la suma de dos funciones continuas (ambas inversas 


de funciones continuas definidas en un intervalo (Teorema 10.2.18)). Asimismo, por medio de un 
cálculo directo es fácil comprobar que F es una primitiva de f en |—1,1]. En consecuencia, si 
[a,b] € [21,1], entonces 


b b a 
[Vida =F0)-Fla)=5 1-b? +aresen(b) — (5 1 a? +aresen(a)). 


2 
En particular, si a := —1 y b:= 1, concluimos que 
l arcsen(1) arcsen(—1) 2 T T 
1—x?dx= = ( ) = 
[ | Vida 2 2 4 4) Tr 


lo cual coincide con la definición de geométrica de 1/2, como el área del semicírculo de radio 1 
(Sección 6.4.1). 


Ejemplo 16.1.7 (La fórmula de Gregory—Leibniz para 7). En este ejemplo aplicamos la expresión 
de la integral definida de una función continua en términos de una primitiva de la misma (Corola- 
rio 16.1.5) a fin de obtener una serie que converge al número 1. De acuerdo con dicho resultado, 
tenemos que 


A a dt = arctan 1 arctano = E 
o l+ ~ 4? 


dado que arctan(x) es una primitiva para 1/(1 +x) (Ejercicio 11.2.10). Por otro lado, tenemos 
la siguiente identidad 


1 3 j ‘ zi {2+2 
=1=t Ht (1) O1) ; 
1+2 (9 e 1+2? 
Integrando entre 0 y 1 deducimos que 
1 1 1 1 1 1 Le 
dt=1- -4 H+ (=1)” | a dt. 
[ 1422 3.5 7 En 2n+1 Ch o 1+22 


Observamos que la integral definida en el término de la derecha de la expresión anterior tiende a 
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0 cuando n tiende a infinito. En efecto, 


1 [2n+2 


1 1 
< "2 dt = 
= f 2n +3 n>% 


keo f 


Así obtenemos la siguiente fórmula de Gregory—Leibniz para el número T: 


T 1 1 1 1 
= 1 } pes. 1)" hos. 
4 3-5 7 ( rs 


Ejercicio 16.1.8. Sea f : (a,b) + R una función de clase C" y sea py su n—ésimo polinomio de 
Taylor en & € (a,b). Si F es una primitiva de f en (a,b), demostrar que 


ai) = f(a) + f pala 
a 
es el (n+ 1)-ésimo polinomio de Taylor de F en a. 


Ejercicio 16.1.9. Sea f : (—<0,1) > R la función f(x) := In(1+x?). Determinar el n-ésimo 
polinomio de Taylor de f en 0 para cada n € N. 


Ejercicio 16.1.10. Sea f : R — R una función derivable tal que F(0) =0 y f'(x) = f(x)? para 
cada x € R. Demostrar que f(x) =0 para cada x € R. (Sugerencia: a fin de demostrar que f(x) =0 
para cada x > 0, suponiendo que no es así, integrar f entre xy y x, donde xo := inf{x > 0: f(x) > 


0).) 


16.1.1. Primitivas de funciones no necesariamente continuas 


Como hemos dicho, si bien a veces el Corolario 16.1.5 precedente se conoce como otra forma 
del Teorema fundamental del cálculo, nosotros vamos a denominar la segunda forma del Teore- 
ma fundamental del cálculo al siguiente resultado, que expresa la relación clave que existe entre 
las integrales y las primitivas prescindiendo de la hipótesis de continuidad de la función f en 
consideración. 


Teorema 16.1.11 (Teorema fundamental del cálculo - segunda forma). Si f : [a,b] > R es una 
función integrable en [a,b] que posee una primitiva F : [a,b] > R, entonces 


Proa = F(b) — F(a). 


Demostración. Dado que f no es necesariamente continua, no podemos aplicar el Corolario 
16.1.5, por lo que vamos a analizar las correspondientes sumas de Riemann. Sea P := {x0,%1,.--,Xn} 
una partición arbitraria de [a,b] y sea [x;_1,x;] un intervalo cualquiera definido por esta partición. 
De acuerdo con el Teorema del valor medio (Teorema 12.1.4), tenemos que existe $; € (xi-1,%i) 


tal que 
F Xi) — F Xi 
EP E) (16.3) 
Xj — Xi-1 
Si llamamos © := (&1,...,&,) a la elección de puntos para P que obtenemos aplicando el Teorema 
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del valor medio en cada intervalo [x;_1,x;], entonces 
SO, PE) = Y f(G)Au = Y (F (xi) — F (xi-1)) = F(b) — F (a). (16.4) 
i=l i=l 
Consideremos una sucesión de particiones (P,)nen de [a,b] tal que lím,- AP, = 0 y sea 
(En)nen la sucesión de elecciones de puntos de [a,b] para (P,)nen que obtenemos aplicando 


el Teorema del valor medio como en (16.3). Dado que f es una función integrable en [a,b] y 
Km,» AP, = 0, por (16.4) tenemos que 


[rear = lim S(f, Pa, En) = F(b) — F (a). 


Esto concluye la demostración. 


Hasta aquí solo hemos definido la integral definida f. E f(x)dx de una función cuando a < b. 
En vistas de la segunda forma del Teorema fundamental del cálculo, en determinadas situacio- 
nes resulta conveniente extender formalmente la definición de integral definida de una función 
integrable a casos en los que a > b, definiendo 


[coa = - fra. 


La segunda forma del Teorema fundamental del cálculo (Corolario 16.1.5 o Teorema 16.1.11) 
asegura que el cálculo de la integral definida en un intervalo [a,b] de una función integrable 
f : [a,b] > R se realiza fácilmente si se conoce una función continua F : [a,b] + R que es una 
primitiva de f en (a,b). El cálculo de una primitiva es lo que conoce como la integración in- 
definida, precisamente por su relación con la integración definida. Los dos ejercicios que siguen 
contienen resultados que permiten simplificar la cuestión y constituye el fundamento de dos téc- 
nicas fundamentales para la integración indefinida: los métodos de sustitución e integración por 
partes. 


Ejercicio 16.1.12 (Cambio de variable). Sean f : [a,b] > R y g: [c,d] + R dos funciones con 
g([c,d]) C [a,b]. 


1. Si f es continua, g es derivable y g' es integrable, entonces 
g(d) d ; 
i. o [Od = ECOLO (16.5) 
glc c 


2. Si f es integrable, g es monótona y derivable y g' es integrable, entonces la conclusión del 


ítem anterior continúa siendo válida. 


Ejercicio 16.1.13 (Integración por partes). Si f,g : [a,b] + R son dos funciones derivables tales 


que f' y g' son integrables, demostrar que 


b b 
f £'@)a@ax= se) —F@)s(a) — [08d (16.6) 
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Ejemplo 16.1.14. /lustramos la aplicación de las técnicas de sustitución e integración por partes 
en un ejemplo simple: se trata de determinar la integral definida 


1 
| arctan(x)dx. 
0 


A fin de determinar esta integral, observamos que, si expresamos la función a integrar x > 
arctan(x) como el producto f'(x); g(x) := 1 -arctan(x), aplicando la fórmula de integración por 
partes (16.6) tenemos que 


T l y 
x 
4 Jo 14x? 


1 1 
i arctan(x)dx = 1 - arctan 1 —0-arctan0 f * dx= 
0 o 1+x? 


A fin de determinar la integral definida del término de la derecha, observamos que la expresión 
2x/(1+x?) a integrar se puede escribir en la forma f(g(x))g'(x), siendo f(x) :=1/x y g(x) := 
1 + x2?. Así podemos aplicar el método de sustitución (16.5), que en este caso nos da la siguiente 


identidad: i A 3 
x 1 2x 1 1 1, 
d. = d. = ye = In2. 
¡haa 2Jo tie METEO 


En definitiva, tenemos que 


T arctan(x)dx = — — = m2. 


Ejemplo 16.1.15 (La fórmula de Wallis). En este ejemplo aplicamos integración por partes de 


forma reiterada a fin de establecer una conocida fórmula para el número 1. Para n € N, conside- 


1/2 
Sn := f sen”xdx. 
0 


A fin de reducir el exponente n en la integral, aplicamos integración por partes: escribimos la 


ramos la integral definida 


n—-1 


expresión sen” x a integrar en la forma f'(x) - g(x) := senx - sen"™' x, siendo f(x) := — cosx. Asi, 


suponiendo que n > 2, tenemos que 


z n—1 z/2 E ig n-2 2 
Sn (sen”"xcosx)[p"*+(n— 1) sen” “x cos“xdx 
0 


1/2 
1) / sen 2x(1—sen?x) dx = (n—1)(S,-2 — Sn), 
0 


de donde deducimos la siguiente fórmula recursiva: 


n—1 


Sn = Sn-2- (16.7) 


Supongamos ahora que n es par. Teniendo en cuenta que Sy = 1/2, aplicando sucesivamente 
(16.7) obtenemos la identidad 


2n— 1 _ 2n—1 2n—3 2n=5 12 
2n 2n 2n—22n—-4 22 
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Por otro lado, sin es impar, teniendo en cuenta que S = 1, de (16.7) concluimos que 


2n 2n 2n-22n-4 2 


n+1= Sopp == ures 
Santi = Fy S20} 2n+12n—l2n—3 3 


2n+1 


Dado que 0 <senx < 1 si x € [0,7/2], tenemos que sen?"+!x < sen?””x < sen?”—!x para x € 


[0,7/2], y por lo tanto, S2n+1 < San < S2n-1. En consecuencia, 


2 
1< Son a 1) (2n— 1)(2n—3)---1 el TA 
S2n+1 2 (2n) (2n — 2) -2 S2n+1 2n 


Por la propiedad sandwich (Lema 3.1.35) deducimos que lity S2n/S2n+1 = 1, o equivalente- 
mente, que 

Tr. 22.42...(2n)”-(2n-2y 

2  n>e1.32..-(2n—1)?-(2n+1)” 


lo que se conoce como la fórmula de Wallis para el número T. 


Ejercicio 16.1.16 (Irracionalidad de 7). El objetivo del presente ejercicio es obtener una de- 
mostración de la irracionalidad de n. Para esto, seguimos la versión de [BM04, $6.5] de una 
demostración debida a I. Niven [Niv47 ]. 


1 
1. Seal, (r) := / (1 — x°)" cos(rx)dx. Demostrar que 
-1 


2senr 4(senr — rcosr) 
= Sa eee 


(2n(2n — 1)Ip—1(r) —4n(n—1)In-2(r)) (n>2). 


do(r r 
L, (1) = 5 


2. Deducir del ítem anterior que existen polinomios Pa, Qn € Z.[x] tales que 


I(r) = a (P,(r) senr — Q,,(r) cosr). (16.8) 


3. Suponiendo que T = a/b con a,b € Z, especializar (16.8) en r = 1/2 =a/2b y concluir que 


a \2nt+1 a 
25) (a5) =A) 
(55) 5) "la 
Limpiar denominadores y deducir que a?"*!],,(a/2b)/n! € Z para cada n € N. 


4. Demostrar que |I,(r)| < 2 para cadare Ryn€N. 


5. Deducir que lim,-3042"+!1,(a/2b)/n! = 0, y por lo tanto, I,(a/2b) = 0 para cada n € N. 


Esta contradicción implica que T no puede ser un número racional. 


16.1.2. El error de los métodos de aproximación de la integral definida 


El Teorema fundamental del cálculo no solo permite establecer fórmulas explícitas para la in- 
tegral definida de ciertas funciones, como hemos visto, sino que también nos permite obtener 
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informaciones más precisas sobre el comportamiento de ciertos tipos de integrales definidas. En 
esta sección vamos a determinar el comportamiento asintótico de los errores de aproximación de 
la integral definida de una función de clase C! o C? por medio de sumas de Cauchy y el método 
de los trapecios. 


El error de la aproximación por sumas de Cauchy 


Sea f : [a,b] — R es una función de clase C! en [a,b] y sea P, := {x0,---,Xn} la partición de 
[a,b] que consiste de nodos equiespaciados, es decir, 
(b — 
sat pO) (0<i<n). 
n 
En nuestro análisis del error en la aproximación de la integral definida de f por la suma de Cauchy 
L(f,P,) hemos obtenido la siguiente estimación (Teorema 14.3.4): si |f’(x)| < M para cada x € 
a,b], entonces 
M(b-ay 


P (16.9) 


| IE 


Así vemos que dicho error A, es, a lo sumo, del orden de 1/n. Nuestro propósito es refinar dicha 
estimación, proveyendo información más precisa sobre el comportamiento de la cantidad nA, 
cuando n tiende a infinito. 


Para esto, recordamos que, en la demostración de (16.9) habíamos obtenido la siguiente expre- 


a Y (0 peas founds) = 7 Eea, 


Xi— 


sión: 


donde c; € (xj-1,x;) para 1 < i < n. Teniendo en cuenta que Ax; = (b — a) /n para 1 < i < n, de la 
identidad precedente concluimos que 


Sea Cn := (c1,...,Cn). El punto clave es que la sumatoria del término de la derecha es de hecho la 
suma de Riemann S(f’,P,,C,) de la función f’ en [a,b]. Dado que f’ es continua, y por lo tanto 
integrable (Teorema 15.1.2), por la definición de integral definida deducimos que 


b- b—a fb 
lím nAn = 2 £ lím S(f",PasCn) = 2 =f f' (x)dx 


n> 


(a), 


donde la última identidad es consecuencia del Teorema fundamental del cálculo (Teorema 16.1.11). 
Así obtenemos el siguiente resultado. 


Teorema 16.1.17. Sea f : [a,b] >R una función de clase C! y sea P, := [xo,...,xn) la partición 
de [a,b] definida por x; :=a+i(b—a)/n (0 < i < n). Entonces 


pnl [109 18.8)) = (0010) —£(a)) 
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Ejemplo 16.1.18. Consideremos nuevamente la función f : [1,2] +R, f(x) := 1/x del Ejemplo 
14.1.12. Fijemos n E€ N. Si P, := [xp,...,xy) es la partición definida por x; := (n+i)/n (0<i<n), 
aplicando la estimación del error de la aproximación de la integral definida por sumas de Cauchy 
(Teorema 14.3.4) habíamos concluimos que 
1 
EE 
2n 


"ty L(f,P, 
|f a-us) 


(ver Ejemplo 14.3.5). A su vez, estudiando los errores que habíamos listamos en la Tabla 14.1, 


habíamos observado que 
21 1 
—dx—L(f,P,) =>. 
f -P= a 


Este comportamiento se explica precisamente en los términos del Teorema 16.1.17, que asegura 


tim n( f iaxe) = 32 DG 1) = a 
n—700 1 


Ejercicio 16.1.19. Estudiar el comportamiento asintótico del error de la aproximación de las 


que, en este caso, 


integrales definidas del Ejercicio 14.1.13 por sumas de Cauchy con nodos equiespaciados como 
en el Teorema 16.1.17. Tabular los errores correspondientes y comparar con el comportamiento 


asintótico previsto. 


El error de la aproximación del método de los trapecios 


Utilizando el mismo tipo de argumentos que en la determinación del comportamiento asintótico 
del error de la aproximación por sumas de Cauchy (Teorema 16.1.17) es posible obtener infor- 
mación sobre el comportamiento de otros métodos de aproximación de la integral definida de 
una función dada. Nuestro propósito en lo que sigue es analizar los errores en el método de los 
trapecios (Sección 14.3.3). 

Recordamos que, si f : [a,b] + R es una función de clase C? en [a,b] y P, := [xo,...,xn) es 
una partición de [a,b] con nodos equiespaciados, es decir, 


i(b—a) 


n 


xXj=at 


(0<i<n), (16.10) 


el método de los trapecios consiste de la siguiente aproximación: 


b h n—1 
[ron =5(10+2E,109+10)). (16.11) 
a i=1 


En el Ejercicio 14.3.7 hemos obtenido la siguiente expresión del error de la integral definida de f 
en cada intervalo [x;_1,x;]: existe c; € (x;_1,x;) tal que 
Sf (xi-1) + f (xi) 


me A ee 
[sas ; Ari = =f" (eA. 
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Ejercicio 16.1.20. Sea f : [a,b] > R una función de clase C. 


1. Si P, :=Áx0,...,xny es la partición definida como en (16.10), demostrar que existe una 


elección de puntos Cy := (c1,...,Cn) para P, tal que 


b 12 
AT = fads- r ==, E f” C)Ag. 


i=1 


2. Concluir que 
da a 
noo” 12 


(f'(b) — f'(a)). (16.12) 


Ejemplo 16.1.21. En la aplicación del método de los trapecios a fin de aproximar la integral 
definida de la función f : [1,2] > R, f(x) := 1/x en el intervalo [1,2] del Ejemplo 14.3.9, hemos 


observamos que 
T 1 Pome 1 
x x E 
1 x ds 16n? 


La expresión (16.12) del comportamiento asintótico de los errores confirma esta observación em- 


pírica. En efecto, si aplicamos (16.12) en este caso vemos que 


7 24T _ 
ag 


16.1.3. Una expresión integral del error en el Teorema de Taylor 


Sea f : (a,b) + R una función n veces derivable en œ € (a,b). En la Sección 12.2 hemos 
obtenido aproximaciones de f en un entorno de œ por medio del n—ésimo polinomio de Taylor 
Pn de f en Q. Asimismo, en el Teorema 12.2.25 hemos obtenido una expresión del error que 
cometemos en dicha aproximación: si f es n+ 1 veces derivable en (a,b), existe c € int(a@,x) tal 
que 
pen] c) 

(n+1)! 


Nuestro propósito en esta sección es obtener otra expresión de la diferencia f — pn por medio de 


n+1 


f(x) = Pn(x) = 


(x-a) 


integrales. 


Comenzamos con el caso n = 1, es decir, se trata de obtener una expresión integral para la 
diferencia 


f(x) — pile) = f(x) — f(a) — f ax- a), 
siendo f : (a,b) + R dos veces derivable y f” integrable. Por el Teorema Fundamental del Cálculo 
(Teorema 16.1.11) tenemos que f(x) — f(a) = få £'(1) dt. Vamos a integrar esta última integral 
por partes (Ejercicio 16.1.13): si reescribimos a f*(£) como el producto 1- f’(t) y u,v : (a,b) +R 
son las funciones definidas por u(t) :=1—x y v(t) := f'(t), tenemos que f’(t) =1- f'(t) = 
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u! (t) - v(t), y por lo tanto, 


f(x) — f(a) = [rod I ario te Í “u(t)v! (dt 
= (00) + [en f"oat. 


Así obtenemos la siguiente expresión integral de la diferencia f — p1: 


fle) = pile) = 9-01 (0-0) = f w- Od. (16.13) 
a 
Supongamos ahora que f es tres veces derivable y f” es integrable. Partiendo de (16.13), vamos 
a integrar por partes la integral de la derecha de la expresión anterior. Para esto, consideramos las 
funciones u,v : (a,b) +R definidas por u(t) := —4(x — t)? y v(t) := f(t) y observamos que 
(x—t)f"(t) = u'(t)v(t). Por lo tanto, 


d E = E E j “u(t! (tat 
= A [Sons at. 


En consecuencia, deducimos que 


F(a) = pila) -30-a f la) = FO) — pote) = f 50-0" at. 


Esto demuestra el caso n = 2 y da una idea de cómo proceder en general. Argumentando inducti- 
vamente, obtenemos el siguiente resultado. 


Teorema 16.1.22 (Expresión integral para el error del polinomio de Taylor). Sea f : (a,b) > R 


n+1) 


una función n+1 veces derivable tal f! es integrable en (a,b) y sea & € (a,b). Entonces, para 


cada x € (a,b), 
F(a) = pals) = f aaar 


Ejercicio 16.1.23. Completar la demostración del Teorema 16.1.22. (Sugerencia: analizar el caso 
n=3.) 


Ejemplo 16.1.24. En el Ejercicio 12.2.18 habíamos mostrado que el n—ésimo polinomio pn de 
Taylor de la función f : (0, +00) > R, f(x) := lnx en 1 está dado por 


1 (-19+1 


Pn(x) =(x—1) AG 1° +---4 , (x-1). 


Asimismo, en el Ejercicio 12.2.28 habíamos utilizado la expresión explícita del error en la apro- 
ximación por el polinomio de Taylor del Teorema 12.2.25 a fin de demostrar que, para cada 
x € [1/2,2], resulta 

00 (x As pen 


Inx= lim pa) = Y (1) 


an (16.14) 
n=0 
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Nos proponemos aplicar la forma integral del error del Teorema 16.1.22 a fin de demostrar que 
la identidad (16.14) resulta válida para cada x € (0,2). 
Teniendo en cuenta que f+” (t) = —n!/(—t)"*! para cada n € N, tenemos la siguiente expre- 


sión del error de aproximar lnx por el polinomio pn(x): 


x non! *1/t-xy" 
Inx— p(x) = fe t) ert =f =) dt. 


Fijemos x € (0,2) \ {1}. Tenemos dos casos: 


a six € (1,2), entonces t € [1,x], y por lo tanto, |t — x| /t = (x—t)/t < x-1; 


a six € (0,1), entonces t € |x, 1], y por lo tanto, 


x|/t = (t—x)/t < 1- x. 


Sea € > 0. Las estimaciones previas aseguran que existe ng € N tal que 


n 


<E 


t=x 


t 


para cada n > no. Por lo tanto, sin > ny tenemos que 


*1/t—x\n xl 
— = qu: — e < 
|Inx— py (x)| Lf -( ; ) a< | J= 


Esto demuestra que (16.14) es válida para cada x € (0,2). 


Ejercicio 16.1.25 (Forma de Cauchy del error). Sea f : (a,b) — R una función n+ 1 veces deri- 
vable tal que f\"*") es integrable en (a,b) y sea & € (a,b). Demostrar que existe c € int(x, œ) tal 
que 


gero 


F(x) = pnlx) = (x= cx a). 


(Sugerencia: aplicar el Teorema del valor oe para integrales (Teorema 14.3.1) a la expresión 
integral del error del Teorema 16.1.22.) 


Ejercicio 16.1.26. Sea œ ¢ N y sea f : (—1,+00) > R la función f(x) := (1 +x)“. 


1. Demostrar que el n—ésimo polinomio de Taylor de f en un entorno de x = Q es 


a(a—1) 2 er a(a—1)---(@-n+1) n 


2! n! 


2. Sea x € (—1,1) fijo. Demostrar que la sucesión rl nex converge a f(x). (Sugerencia: 


utilizar la expresión del error de Cauchy.) 


3. Expresemos el límite lim p,(x) en la forma 
n— o0 


5 a(a—1)---(a—-n+l1) , 
(1+) = fim palo) = Y We 
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Usando la identidad (a+ b)” = a%(1+2)%, demostrar que si a > 0 y |b| < a, se tiene el 
siguiente Teorema del binomio de Newton generalizado: 


a(a— 1) 22 a(a —1)(a —2) 


A 3 oe: 
1-2 Las EA 


(a+b)% =a* 4 Tarip | 


16.2. Integrales impropias 


Frecuentemente surge la necesidad de definir una noción de integral definida de funciones f : 
(a,b] + R continuas y no necesariamente acotadas, es decir, dotar de sentido a integrales del 
tipo i In(x) dx. Más aún, puede ser importante considerar integrales de funciones continuas (o 
con finitas discontinuidades) en intervalos infinitos, como por ejemplo aC e" dx. Este tipo de 
integrales se denominan integrales impropias. 


16.2.1. Integrales impropias en intervalos finitos 


Consideremos en primer lugar una función f : (a,b] + R que es integrable en cada intervalo 
[c, b] con c € (a,b]. Definimos la integral impropia f? f(x)dx como el límite 


| Dis=ia FPO 
a h-0t Ja+h 


a 
siempre que este límite exista (en cuyo caso diremos que la integral f ES f(x)dx converge, en tanto 
que en caso contrario diremos que ésta diverge). De modo similar, si f : (a,b) — R es una función 
integrable en cada intervalo [a, B] con a, B € (a,b) y c es punto arbitrario de (a,b), definimos la 
integral impropia de f en [a,b] en la forma 


b c b+h 
i fadde:= lim | faddx-+ tim [Soga (16.15) 


h>0+ Jath È 


Más generalmente, sea f : [a,b] > R una función integrable en cada intervalo [a@, B] C (a,b) que 
no contenga a los puntos c1 < cz < ++- < c,—1 del intervalo [a,b]. Si llamamos co := a y c, := b, 
definimos su integral impropia en el intervalo [a,b] por 


b r Ck 
TIOL] i 
a k=1* Ck-1 
siempre que cada una de las integrales impropias BS f(x)dx exista. 


Ejemplo 16.2.1. Estudiamos la convergencia de la integral impropia fi Inxdx. Teniendo en cuen- 
ta que la función g : (0,1] + R definida por g(x) := x(Inx— 1) es una primitiva de la función 
f: (0,1) > R, f(x) := lnx, vemos que 


1 1 
Inxdx = lim Inxdx = g(1)— lim g(h) =—1— lim k(Inh-1)=-—1. 
/ ae h sea) al ) h—=0+ ( ) 


h>0+ 


Concluimos entonces que la integral impropia fe Inxdx converge a —1. 
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Ejemplo 16.2.2. Dados a € R y a < b, analizamos la convergencia de la integral impropia Í. H (x— 
a) “dx. Sia # 1, tenemos que 


(b—a)!-# 


b 1 b= 1-0 h!e > 
O A A ee) = ican eee 
n>0+ Jath (x— a)? h=>0+ 1-0 l-a x Sasi 


Asimismo, para & = 1, tenemos que 


b 


li dx = lim (In(b—a) —Inh) =. 
pith dasa Ea) noe Oa) Ih) 


En resumen, tenemos entonces que 
(b pe aje 
b 1 Nerd 


lím ——— dx= l-a 
h>0* Ja+h (x— a)” as sia>1 


sia<l, 


Este análisis nos va a permitir determinar la convergencia de varias integrales impropias por 


“comparación”. 
Ejercicio 16.2.3. Demostrar que Jy x~'(—Inx)# dx diverge para cada u € R. 


Ejercicio 16.2.4. Demostrar que, si existe, la definición (16.15) de la integral impropia es inde- 


pendiente del punto c € (a,b) considerado. 


Criterio de convergencia de Cauchy 


El análisis de la convergencia de integrales impropias comparte varias características con el de 
series. En tal sentido, nuestro primer resultado es análogo al criterio de Cauchy de convergencia 
para series (Lema 9.3.12). 


Lema 16.2.5 (Criterio de Cauchy de convergencia). Sea f : (a,b] + R una función integrable en 
cada intervalo [c,b] con c € (a,b]. Entonces la integral impropia f? f(x) dx converge si y solo si 
para cada e > 0 existe ô > 0 tal que, si O < hı < hz < Ò, entonces 


T” core 


+h, 


<E. (16.16) 


Demostración. Supongamos en primer lugar que la integral f by f(x)dx converge, es decir, existe 
I € R tal que lím,_,0+ añ f(x)dx =I. Dado e > 0, existe 6 > 0 tal que 


b 
fax] <e 
ath 
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para cada 0 < h < 6. Esto implica que, si 0 < hy < h2 < 6, entonces 


a+ha b b 
[a] = J ¿as J ¿a 
b b 
< f fojas- + I= | f(x)dx| <2, 
a+hı athy 


lo que demuestra la primera afirmación del enunciado. 

En cuanto a la afirmación recíproca, consideramos el límite lím}, o+ J, ae f(x)dx por sucesiones, 
dado que la condición (16.16) es de hecho un análogo “continuo” del concepto de sucesión de 
Cauchy. Si (An)ncn es una sucesión de Ro que converge a 0, entonces (16.16) implica que la 


sucesión ( f z ape (x)dx) „en es de Cauchy, y por lo tanto, converge en R. Sean ahora (hi), )nen y 


(hi )nen dos sucesiones de R>g que convergen a 0 y sean 1' e 1” los correspondientes límites de 
las integrales definidas, es decir, 
b b 
I’ := lím f(x)dx, I" := lím f(x)dx. 


n>% Ja+h, n>% Ja+h!! 


Queremos ver que J’ = I”. Sean e > 0 y no € N tal que, si n > no, entonces 


b b 
f(x)dx- <€ y | f(x)dx—I"| <e. 
ath, a+h!! 
En consecuencia, 
b b b b 
I—II" <- f (x)dx|+ i fax- f f(x)dx +|/ f (x)dx—I"| <3e. 
ath, ath, ath! ath! 


Dado que e > 0 es arbitrario, concluimos que I’ = I”. Deducimos entonces que el límite 
ím, o J, ni dr (x)dx existe y es independiente de la sucesión (A, )nen en consideración, de lo que 
concluimos, por la caracterización de los límites continuos por sucesiones (10.1.14), que la integral 


impropia Je f(x)dx converge. 


Ejemplo 16.2.6. Analizamos con el criterio de Cauchy la convergencia de la integral impropia 
Ja vV=Inxdx. Sean 0 < hı < hy y supongamos sin pérdida de generalidad que h) < e”!. Esto 
implica que —\nx > 1 para cada x € |hy, hy], y por lo tanto, 


hz ha 
f v —lnxdx < f —Inxdx. 
hy hy 


Dado que la integral impropia fo Inxdx converge (Ejemplo 16.2.1), el criterio de Cauchy de 
convergencia (Lema 16.2.5) asegura que, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que bee —Inxdx| < € 
si0< hı < ha < Ó. Por lo tanto, 
ha 
I —Inxdx 
hy 


si0< hy < hy < ô, lo cual implica, de acuerdo con el criterio de Cauchy de convergencia (Lema 


< <E 


ha 
J yv —Inxdx 
hy 
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16.2.5), que la integral impropia de y — lnxdx converge. Cabe destacar que i vy —Inxdx conver- 
ge a yT/2 (ver [BM04, página 190]). 


Convergencia absoluta 


El ejemplo precedente (Ejemplo 16.2.6) ilustra una estrategia básica en el análisis de la conver- 
gencia de integrales impropias: la comparación de la función a integrar con una de comportamiento 
conocido. Supongamos que queremos analizar la convergencia de la integral impropia f. 2 f(x)dx 
de una función f : [a,b] — R integrable en cada intervalo [c,b] con c € (a,b]. Si la función f 
no cambia de signo en el intervalo [a,b], digamos por caso que f(x) > O para cada x € [a,b], 
y f(x) < g(x) para cada x € [a,b], donde g : [a,b] + R es una función cuya integral impropia 
J id g(x)dx converge, entonces inmediatamente obtenemos una “buena” acotación superior de la 
integral f. haa E 
vergencia (Lema 16.2.5) concluimos que la integral impropia de f en [a,b] converge. Ésta es la 


f(x) dx para cada O < hı < ho, a partir de lo cual, por el criterio de Cauchy de con- 


idea del criterio de comparación que discutimos en el ejercicio a continuación. 


Ejercicio 16.2.7 (Criterio de comparación para funciones positivas). Sean f,g : (a,b] > R dos 
funciones integrables en cada intervalo [c,b] con c € (a,b] tales que 0 < f(x) < g(x) para cada 


x € [a,b]. Demostrar las siguientes afirmaciones: 
1. si la integral impropia j? g(x) dx converge, entonces 5) da f (x) dx converge; 
2. si la integral impropia je f(x)dx diverge, entonces f. ig g(x) dx diverge. 


Ejercicio 16.2.8. Demostrar que e (—Inx)" dx converge para cada u > 0. (Sugerencia: compa- 
rar con x !/2(—Inx)#.) 


Ejercicio 16.2.9. Demostrar que e x*(—Inx)* dx diverge para cada & < —1 y u > 0. (Sugeren- 
cia: comparar con x~!(—Inx)¥.) 


El criterio de comparación del Ejercicio 16.2.7 sugiere que el análisis de las integrales impropias 
se simplifica si la función en consideración no cambia de signo. Consideramos ahora una función 
f : (a,b] > R integrable en [c,b] para cada c € (a,b] que cambia de signo en el intervalo (a, b]. 
Observamos que el valor absoluto de una función integrable es integrable (Ejercicio 15.2.5), por 
lo que tiene sentido considerar la integral impropia f i |f(x)| dx. Prosiguiendo la analogía con el 
análisis de la convergencia de series, tenemos la siguiente definición. 


Definición 16.2.10 (Convergencia absoluta). Sea f : (a,b] — R una función integrable en [c, b] 
para cada c € (a,b]. Decimos que la integral impropia f. E f(x) dx converge absolutamente si la 
integral impropia Je | f(x)| dx converge. 


Ejemplo 16.2.11. Afirmamos que la integral impropia de x 1 sen(1/x) dx converge absoluta- 
mente. En efecto, teniendo en cuenta que [xP sen(1/x)| < x—!/? para cada x € (0,1), por el 
criterio de comparación (Ejercicio 16.2.7) y el hecho de que la integral impropia ja x—!/? dx con- 
verge (Ejemplo 16.2.2) concluimos que Jy x~'/?|sen(1/x)|dx converge. Esto demuestra que la 


-1/2 


integral fi x~ /4 sen(1/x)dx converge absolutamente. 
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De forma similar a lo que ocurre en el caso de series (Lema 9.3.23), la convergencia absoluta 
de una integral impropia implica la convergencia de la misma, como afirmamos en el resultado a 


continuación. 


Lema 16.2.12. Sea f : (a,b] +R una función integrable en [c,b] para cada c € (a,b). Si la 


integral impropia Í. H f(x)dx converge absolutamente, entonces f. a f (x) dx converge. 


Demostración. Observamos que, si 0 < hı < M, entonces 


e ás 


+h; 


a+hy 
a! fœ] dx. (16.17) 
a+h 


+h1 


Dado que la integral fe | f(x)| dx converge, el criterio de Cauchy de convergencia (Lema 16.2.5) 
asegura que para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que 


a+hy 
f FO | dx <e 


+h, 


si 0 < hı < ha < 6. Esto implica que la misma estimación es válida para el término de la izquier- 
da en (16.17), de lo cual, por el criterio de Cauchy de convergencia, concluimos que la integral 


impropia Je f(x)dx converge. 


Ejemplo 16.2.13. Prosiguiendo con el Ejemplo 16.2.11, en el cual demostramos que la integral 
impropia f 171/2 
que la integral impropia Ja 1712 sen(1/x) dx converge. 


sen(1/x) dx converge absolutamente, por el resultado precedente concluimos 


Criterios de comparación para la convergencia absoluta 


Combinando el hecho de que una integral impropia absolutamente convergente resulta conver- 
gente con el criterio de convergencia para funciones positivas del Ejercicio 16.2.7, deducimos el 
siguiente criterio de comparación general. 


Lema 16.2.14 (Criterio de comparación). Sean f,g : (a,b] > R dos funciones integrables en cada 
intervalo [c,b] con c € (a,b]. Si | f(x)| < g(x) para cada x € (a, b] y la integral impropia f? g(x) dx 
converge, entonces Í, H f(x)dx converge absolutamente. 

El Ejemplo 16.2.13 es un caso particular del criterio de comparación precedente, donde la com- 
paración se realiza con una función del tipo (x — a)“, cuyo comportamiento estudiamos en el 


Ejemplo 16.2.2. Este tipo particular de comparaciones suele ser de utilidad en las aplicaciones, 
por lo que lo enunciamos por separado. 


Corolario 16.2.15 (Criterio de comparación con potencias). Sea f : (a,b] — R una función inte- 


grable en cada intervalo |c,b] con c € (a,b). 


a Si existen M > 0 y 4 > —1 tales que |f (x)| < M(x — a)“ para cada x € (a,b], entonces la 
integral impropia Í i f (x) dx converge. 


= Si existen M>0 y a < —1 tales que f(x) > M(x— a)“ para cada x € (a,b), entonces la 
i eb . 
integral impropia f; f(x) dx diverge. 
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Ejercicio 16.2.16. Analizar la convergencia de las siguientes integrales impropias: 


1 1 1 1 1 
T x~! sen? x~! dx, f —— dx, f === dx. 
0 0 V1—x2 0 V1—x3 


Una consecuencia útil de nuestro criterio de comparación para la convergencia absoluta (Lema 
16.2.14) es el siguiente criterio de comparación del límite. 


Lema 16.2.17 (Criterio de comparación del límite). Sean f,g : (a,b] + R dos funciones positivas 
e integrables en cada intervalo |c,b| con c € (a,b) tales que 


iin 0 40: (16.18) 
xcat g(x) 


Entonces f ba f(x)dx converge si y solo si f. 2 g(x) dx converge. 


Demostración. Sea € > 0 tal que £— e > 0. Por (16.18) existe ô > 0 tal que 


pet) 
£ E <l+e 


para cada x € (a,a+ 6). Así concluimos que 
O< f(x) < (C+ e)g(x) y O< g(x) < C-E) f(x) 


para cada x € (a,a+6). Aplicando el criterio de comparación para la convergencia absoluta (Lema 


16.2.14) deducimos inmediatamente el enunciado. 


Ejemplo 16.2.18. Analizamos la convergencia de la integral impropia de f(x)dx, donde f : 
(0,1] > R es la función definida por f(x) := (x +2x +2) P. Si g : (0,1] > R es la función 
g(x) :=x 92, tenemos que 


f(x) ei? ; 1 


lím == = lím — = lim ———_———. = 1 


x30 B(x) x30t JS +209 409  290t /142x2 450 


En consecuencia, teniendo en cuenta que de x 2 dx diverge (Ejemplo 16.2.2), concluimos que 


de f(x) dx diverge. 
Ejercicio 16.2.19. Analizar la convergencia de Jj sen%xdx para cada a < 0. 


Ejercicio 16.2.20. Sean f,g : (a,b] +R dos funciones positivas e integrables en cada intervalo 
[c,b] con c € (a,b]. Demostrar que: 


1. si lim f (x)/g(x) =0 y f? g(x) dx converge, entonces f? f(x) dx converge; 
x—>4a 


2. si ím f(x)/g(x) =% y ax) dx diverge, entonces J? f(x)dx diverge. 
x—>4a 
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Aproximacion numérica de integrales impropias de funciones no acotadas 


Hasta acá hemos discutido criterios que nos permiten asegurar que una integral impropia con- 
verge. En algunos casos, como cuando se trata de funciones que tienen una primitiva fácil de 
evaluar, el Teorema fundamental del cálculo nos permite obtener expresiones explícitas de tales 
integrales. Sin embargo, en la mayoría de los casos solo será posible aproximar numéricamente la 
integral impropia de una función dada. Nuestro propósito en esta sección es mencionar brevemente 
algunos métodos de aproximación de una integral impropia convergente del tipo f, H f(x)dx. 

En primer lugar, cabe observar que, en algunos casos con un comportamiento particularmente 
bueno, es posible obtener aproximaciones razonables truncando la integral, esto es, calculando 
aproximaciones a una integral definida del tipo J, be pe f(x) dx, con e > 0 “chico”. En el ejercicio a 
continuación discutimos uno de estos casos. 


Ejercicio 16.2.21 ([PS78, Part Two, §1.3.20]). Sea f : [a,b] > R una función monótona en (a,b) 
tal que la integral impropia SE Fœ dx converge. Sea P, := fx”), Ay x0} la partición de [a,b] 
que consiste de n+ 1 nodos equiespaciados y sea fa (0< i< n) el valor que toma f en tales 


nodos, esto es, 


b—a 
n 


, Matin (O<i<n), f= fl”) (0<i<nm). 


1. Suponiendo que f es creciente en (a,b), demostrar que 


dr < A +P +) A f(x)dx. 
a+h 


b 
; - DAD) ply) _ 
2. Concluir que lim (Sf; + fp + + fi) / f (x) dx. 
Ejemplo 16.2.22. Supongamos que queremos estimar la integral impropia 


1 1 
f= —— 
[ Vx+ rae 


que converge a 5 — 61n2  0,8411169166. De acuerdo con el ejercicio precedente, tenemos que, 


si f : (0,1] > Res la función f(x) := (Vx + Wx)", entonces 


A) asm 


En la Tabla 16.1 listamos algunos de las aproximaciones que obtenemos de esta manera. Cabe 


destacar que la convergencia es sumamente lenta. 


Una estrategia más interesante consiste en “remover” la singularidad, para lo cual seguimos 
[IK94, §7.6]. Supongamos que queremos aproximar una integral de la forma 


b 
a. a eee (16.20) 


(«aja 
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Tabla 16.1.: Algunas aproximaciones a, de la integral impropia fy (yx+Yx) dx. 


n An 
100 | 0.8045053481 
300 | 0.8231887109 
500 | 0.8282422837 
700 | 0.8307637590 

1000 | 0.8328992784 

1500 | 0.8347972464 

2000 | 0.8358717885 


donde g : [a,b] — R es una función de clase C”+! en [a,b] para cierto r > 0. Por el Teorema de 
Taylor con expresión explícita del error (Teorema 12.2.25) tenemos que 


gt) (c) 


(aq 
ols) = prt) + ay, pola) (a) + ma FM (aay, 


donde c € int(x,a). Así, la función h : [a,b] + R definida por 


hayi=d; Aya E 0=P0 (16.21) 


(«aja 


resulta de clase C” en [a,b]. En consecuencia, si expresamos la integral impropia (16.20) en la 
forma 


b b = b 
I=L+b, h =] n(x)dx= f 80) p 9, h := aa dx, (16.22) 


(x— ajo a (x—a)® 


la integral J) puede evaluarse explícitamente: 


n= ($-a)! ( a ea) (asa eek Oe at ga) ve A 


l-a 1! 2-0. ` rl r+l-a 
Por otro lado, dado que la función h de (16.21) es de clase C”, la integral / no es una integral 
impropia, y por lo tanto puede aproximarse con alguno de los métodos que hemos discutido. Si, 
por ejemplo, aproximamos J; con el método de los trapecios, de la estimación del error de dicho 
método (Ejercicio 14.3.8) tenemos el siguiente resultado. 


Teorema 16.2.23. La integral I, de (16.22), y por lo tanto la integral impropia (16.20), puede 
aproximarse con el método de los trapecios usando n+ 1 nodos equiespaciados con un error Al 
acotado por 

1 (b—a)? 
— M 

12 n , 
siendo M una cota superior de la derivada segunda de la función h de (16.21). 


LAES 
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Ejemplo 16.2.24. Queremos aproximar numéricamente la integral impropia 
1 
= PAg: (16.23) 
0 


El desarrollo de Taylor de cosx en O de orden 2 es p(x) = 1 — x? /2. Por lo tanto, siguiendo el 


método precedente, expresamos la integral impropia (16.23) en la forma 


1 = 
cosx— p2(x) dx4 PO 5 


0 yx o yx 


La segunda integral se puede calcular explícitamente. En efecto, tenemos que 


1 1 1 
p2(x) | -1/2 ff 3/2 12_9 
dx = dx— — So RS 
i Ji x A x x Zh x” dx 35753 ,8 


En cuanto a la primera integral, aproximándola por el método de los trapecios con n = 100 


I=h+h:= 


intervalos, obtenemos el valor Tioo = 0,009049629, que resulta una aproximación relativamente 
buena del valor exacto 0,009048476... En definitiva, tenemos la aproximación 1,809049629, que 
coincide en sus primeros cinco dígitos con el valor exacto 1,809048476... 


Ejercicio 16.2.25. Para integral impropia (16.23) obtener, en función de n, una estimación del 
error del tipo de la del Teorema 16.2.23. Demostrar que el integrando correspondiente es una 
función monótona en (0,1] y comparar con los resultados que se obtienen aplicando el Ejercicio 
16.2.21. 


16.2.2. Integrales impropias en intervalos infinitos 


Otro caso de interés es el de la integración de funciones continuas en intervalos no acotados. 
Sea f : [a, +00) + R una función continua. Definimos la integral impropia a f(x)dx como el 
límite 


od r= im f fled. 


a tat 


siempre que este límite exista. En tal caso, diremos que la integral on f(x)dx converge, en tanto 
que en caso contrario diremos que ésta diverge. 


Ejemplo 16.2.26. Sea f : [e, +00) +R, f(x) := 1/(xInx). Dado que f; f(x) dx = In(Inr), con- 
cluimos que [+ f(x)dx diverge. 


Ejercicio 16.2.27. Demostrar que, si a < b, entonces 


boa)" 

a af e 
f a del sia<—l, 
Y oo sia>-—1. 


Muchas de las consideraciones que hemos hecho para integrales impropias en intervalos finitos 
se extienden de forma similar a las integrales impropias sobre intervalos infinitos. En particular, 
tenemos el siguiente criterio de Cauchy de convergencia. 
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Teorema 16.2.28 (Criterio de Cauchy de convergencia). Sea f : |a, +00) una función integrable 
en cada intervalo [a,c] con c > a. Entonces la integral impropia $) ae f(x) dx converge si y solo si 
para cada € > 0 existe M > 0 tal que, sid > c > M, entonces 


< €. 


/ “dx 


Ejercicio 16.2.29. Probar el criterio de Cauchy de convergencia del Teorema 16.2.28. 


Del mismo modo que en el caso de integrales impropias en intervalos finitos, los criterios de 
comparación resultan una herramienta fundamental a fin de determinar la convergencia de la inte- 
gral impropia de una función dada en un intervalo no acotado. En el siguiente ejercicio considera- 


mos varios criterios de convergencia. 


Ejercicio 16.2.30 (Criterios de comparación). Sean f,g : |a, +œ) > R integrables en cada inter- 
valo [a,c] con c > a tales que f(x) > 0 y g(x) > 0 para cada x > a. 


1. Probar que si f(x) < g(x) para cada x € |a, +>o) y la integral impropia SL g(x) dx conver- 


ge, entonces |7” f(x)dx converge. 


2. Probar que si f(x) < g(x) para cada x € |a, +) y la integral impropia ae f (x) dx diverge, 
entonces f,— g(x) dx diverge. 


3. Demostrar que si lim, ,+0 f(x)/g(x) = £ > 0, entonces f7” f(x) dx converge si y solo si 
J g(x) dx converge. 


Ejercicio 16.2.31 (La función Gamma). Una función de particular importancia es la función 
Gamma V(x) := fo’? ett !dt. 


1. Demostrar que la integral impropia T(x) converge si x > 0. (Sugerencia: considerar por 
separado la integral en [0,1] y en [1, +) y aplicar los resultados de comparación (Corolario 
16.2.15 y Ejercicio 16.2.30).) 


2. Aplicando integración por partes, demostrar que V(x +1) = xT (x). 
3. Demostrar que T(1) = 1 y concluir que T(n) = (n— 1)! para cada n € N. 


Por último, en lo que respecta a la aproximación numérica de integrales impropias en intervalos 
no acotados, la situación es en general más complicada que en el caso de intervalos finitos. En el 
siguiente ejercicio consideramos el caso de las funciones monótonas (para casos más generales, 
ver [IK94, $6.3] o [DRO7, Chapter 3]). 


Ejercicio 16.2.32 ([PS78, Part Two, §1.4.30]). Sea f : [a, +02) > R una función monótona tal que 
la integral impropia Í ae f (x) dx converge. 


1. Suponiendo que f es creciente en [a, +00), y dados h > 0 yn € N, demostrar que 


(n+1)h nh 
[fears nlf) + fn) +--+ F (0m) < S fads 


358 


16.3. Longitud de curva 


2. Concluir que 


O) E f(2h) +--+ f(nh) +) = lim 1 Y fo = f F(x) dx. 


16.3. Longitud de curva 


Si bien hemos introducido el concepto de integral definida en relación con el problema de de- 
terminar el área de ciertas regiones del plano, también podemos utilizar la integración definida a 
fin de obtener una noción de longitud de curva. Éste es el objetivo central de la presente sección. 

Sea f : [a,b] > R una función continua. Nos proponemos “medir” la longitud de la curva G(f) 
que define el gráfico de f, esto es, 


G(f) := {0% f(x)) : x € la, b]y 


La idea es simple: si existiera una partición xy := a < xı <-** < xp-1 < Xp := b del interva- 
lo [a,b] de modo tal que f resultara lineal a trozos, es decir, tal que la restricción f lorca] ; 
[xiz1;,x;] > R de f a cada intervalo [x;-1,x;] resultara una función lineal (ver la Figura 16.1), 
entonces concluiríamos que la longitud de la curva G(f) es la suma de las longitudes de los seg- 
mentos £;(f) (0 < i < n) correspondientes, esto es, 


(== Y? + Fs) — Fea). (16.24) 
i=1 i=l 
A 
y= f(x) 
Xo X1 X2 X3 X4 X5 ee 


Figura 16.1.: Una función lineal a trozos f : [a,b] — R en cada intervalo [x;_1,x;]. 


Si ahora f es una función continua arbitraria, podemos aproximar dicha longitud eligiendo n+ 1 
puntos en G(f), 
{ (xi, f (xi)) :xp:=4<x]<-**<xp-1 < Xn := b}, 


uniéndolos por medio de segmentos y considerando nuevamente la suma (16.24). Si aceptamos 
que la menor distancia entre dos puntos del plano es la longitud del segmento que los une, la 
suma (16.24) resultará entonces una estimación inferior de la longitud de la curva G(f) (ver la 
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Figura 16.2). Así, argumentando como en la discusión sobre la noción de integral definida, sería 
de esperar que, a medida que consideramos particiones P, := [xp,x1,...,Xx,) cada vez más finas, 
las sumas (16.24) resulten progresivamente mejores aproximaciones de la longitud de la curva 
G(f), de modo que, cuando la norma AP, de las particiones tiende a O, obtengamos la longitud de 
la curva G(f). 


ae 


XO X1 X2 X3 X4 X5 


Figura 16.2.: Una función f : [a,b] > R y su aproximación lineal a trozos asociada a una partición 
P := {xo,...,x5} del intervalo [a,b]. 


Sin embargo, esta idea no conduce necesariamente a una noción de longitud de la curva G(f), 
dado que no necesariamente dicha longitud es “finita”. En efecto, consideremos la función 
f : [0,1] —R definida de la siguiente manera (ver la Figura 16.3): 


a f(1/2n) =1/2n y f(1/(2n—1)) =0 para cada n € N; 


a fes lineal en cada intervalo [1/(n+1), 1/n]. 


<< 


Are BIR 


a= 
ul 

A= 
u= 
Nie 


Figura 16.3.: El gráfico de una función f : [0,1] + R continua y lineal a trozos cuya longitud no 
es finita. 


360 


16.3. Longitud de curva 


Es fácil ver que f es una función continua. Asimismo, de acuerdo con nuestras consideraciones 
anteriores, si G,(f) es el gráfico de la función (lineal) f |j /(n+1),1/n] Y £n(£) es la longitud de dicho 
segmento, tenemos que 


1 

= LaF) 2 y lon- (f) > y on 
n>1 n21 n21 n 

Concluimos que la suma de las longitudes de los segmentos correspondientes no resulta acotada, 

por lo que no tenemos una noción de longitud de la curva G(f) en este caso. 


16.3.1. Longitud de curva para el gráfico de una función C! 


Consideremos ahora una función f : [a,b] > R de clase C! en [a,b] (o de clase C! en (a,b) con 
derivada acotada). Afirmamos que, en tal caso, las sumas (16.24) convergen, para cada sucesión 
(Pu)nen de particiones de [a,b] con lím,» AP, = 0, a un número real positivo, que vamos a 
denominar la longitud de la curva G(f). 

En efecto, sea P, := {xo,.--,X,} una partición de [a,b]. Entonces 


Eva x1)? + (F(x) fai P= asf ( f (xi) — =. 


Xi — Xi-1 


Aplicando el Teorema del valor medio (Teorema 12.1.4) en cada intervalo [x;_1,x;] concluimos 
que existe &; € (xj-1,x;) (1 < i < n) tal que 


Eos fi) fia a = Yan 1+(f'(&))2. (16.25) 


Xi — Xi-1 


Dado que f’: [a,b] > R es una función continua, la composición g := y 1+(£")? : [a,b] > R 
también lo es, de lo que deducimos que es integrable en [a,b]. Asimismo, si llamamos ©, := 
(či, .-,n) a los puntos que obtenemos aplicando el Teorema del valor medio en cada intervalo 
[xi-1, xi], vemos entonces que el término de la derecha en (16.25) es de hecho la suma de Riemann 
S(e, Pa, En). Si consideramos entonces una sucesión de particiones (P,)nen con límy-y00 AP, = 0, 
por la definición de integral definida de una función continua tenemos que 


tim 1+") ))2 Ax = Proy 1) dx. 


En consecuencia, hemos demostrado el siguiente resultado. 


Teorema 16.3.1. Sea f : [a,b] + R una función de clase C!. Si (P,)nen es una sucesión de parti- 
ciones de [a,b] con limps AP, = 0, entonces 


0 O 


Este resultado y nuestras consideraciones anteriores justifican la siguiente definición. 
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Definición 16.3.2 (Longitud de curva). Sea f : [a,b] >R una función de clase C!. Definimos la 
longitud /(f) del grafico G(f) de f por 


= Parra 


Ejemplo 16.3.3. Si bien basamos la definición de longitud de curva en el hecho de que sabemos 
medir la longitud de segmentos, apliquemos la definición de longitud de curva a fin de determinar 


la longitud del gráfico de una función lineal f : [a,b] + R, f(x) :=mx+b. Observamos que 


_ fe) -= fla) 
o b-a 


De acuerdo con la definición precedente, tenemos que 


Wp) = [Viena = Venta) = [0 EUR. 


que coincide con la distancia euclídea entre los puntos (a, f(a)) y (b, F(b)). 


Ejemplo 16.3.4. Determinamos la longitud del gráfico de la función f : [-1,1] >R, f(x) := 
V1—x?. A fin de aplicar la definición de longitud de curva, observamos que 


=% 


ar 


para cada x € (—1,1). Esta función no satisface las hipótesis del resultado sobre la convergencia 


f(x) = 


de la longitud de las poligonales “inscriptas” en una curva (Teorema 16.3.1), dado que 
lim £'(x)= lim f(x) =+ 
x>-1+ x>1> 


Por lo tanto, si existe, la longitud del gráfico de la función f resulta el valor de la integral impropia 
1 0 1+h 
J 1+ (f"(x)2dx = lím VI (Fe) dx + lím f ¿+ (fax. (16.26) 
-1 h-0t J—1+h h=>07 JO 


A fin de determinar el valor de esta integral, para cada x € (—1,1) tenemos que 


a 5 
Jit P= f+ Ek 


En consecuencia, la función \/1+ (f')* a integrar es par, de lo que concluimos que, si la integral 
impropia (16.26) converge, entonces 


362 


16.3. Longitud de curva 


Asimismo, 
lim = 2 dx = lim (ar +h)— = ar 22 
i í csen(1 arc sen(0 csen(1 : 
PENE o vVl—x2 x h=>07 ( ( ) ( )) (1) 2 


Esto muestra que 


N= f VO a, 


lo que coincide con la definición de T como la mitad de la longitud de la circunferencia de radio 
1 (Sección 6.4.1). 


Ejercicio 16.3.5. Demostrar que la longitud del gráfico de la función f : [—r,r] > R, f(x) := 
vr? — x? es igual a Tr. Interpretar el resultado geométricamente. 


16.3.2. Las funciones trigonométricas revisitadas 


Dado oz € [0,7], en la Sección 10.1.1 definimos los valores cos œ y sen como las coordenadas 
x e y del punto “final” del “arco continuo” de longitud œ que “recorre” en sentido antihorario la 
circunferencia unidad, “comenzando” en el punto (1,0) y “terminando” en un punto (x, y) (ver la 
Figura 16.4). Asimismo, para la “buena definición” de sen œ y cos, fue necesario suponer que 
cada Q € [0, 1] corresponde a un único arco continuo de este tipo. Dado que ahora tenemos una 
noción de longitud de curva, nos proponemos revisitar esta construcción. 


Y 


X = COS Q (1,0) 


Figura 16.4.: La definición sen(&) y cos(a@) para œ € [0, 7/2]. 


Una definición “analítica” de las funciones seno y coseno 


El Ejemplo 16.3.4, que discute la longitud del gráfico de la función f : [—1,1] > R, f(x) := 
v 1 — x°, nos provee una buena pista de cómo encarar la cuestión. Sin presuponer la existencia de 
la función arco seno, dado que nuestros argumentos entrarían en un círculo vicioso, comenzamos 
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por observar que la integral impropia 


l 1 
n E dx (16.27) 
converge. En efecto, sabemos que Le (1 — x2" dx converge (Ejercicio 16.2.16), de lo cual, por 
la paridad de f, deducimos que (16.27) converge. 

Más aún, la integral (16.27) converge a 7, definido como en la Sección 6.4.1. En efecto, en la 
Sección 6.4.1 hemos definido a 27 “por longitudes” como el límite de la sucesión (Mn )nen, donde 
Tn es el perímetro del polígono regular Z, inscripto en la circunferencia de radio 1 con 2” lados 
(Lema 6.4.2). Observamos que la curva poligonal Z7 que consiste del conjunto de los lados de 
#,, contenidos en el semiplano superior {(x,y) € R? : y > 0) resulta inscripta en el gráfico de la 
función f. En consecuencia, de nuestra definición geométrica de x (Teorema 6.4.6) y la definición 
de longitud de curva, tenemos que 


ee Y E dl 
T= lim — = lim (2; z ——= dx. 
-1V1—x? 


n—00 n—00 


En resumen, tenemos el siguiente resultado. 
Lema 16.3.6. La integral (16.27) converge a T. 


A partir del Lema 16.3.6 obtenemos una definición “analítica” de la longitud del “arco continuo” 
Y. que “recorre” en sentido antihorario la circunferencia unidad, “comenzando” en el punto (1,0) 
y “terminando” en un punto (x, vl-— x?). En efecto, observamos que, si definimos 


l dt 
vVi=2 >” 


entonces g resulta bien definida, dado que la integral impropia que la define converge para cada 


g:(-1,1]— (0,2), TESI 


x € [- 1,1]. En particular, de nuestra discusión sobre el concepto de longitud de curva vemos que 
g(x) resulta la longitud del arco y, para cada x € [— 1,1]. 

Por el Teorema fundamental del cálculo (Teorema 16.1.11), la función g resulta derivable en 
(—1,1), siendo g'(x) = —(1 —x?)~!/? para cada x € (—1, 1). En particular, g resulta estrictamente 
decreciente, dado que g'(x) < 0 para cada x € (—1,1). Asimismo, g(1) =0 y g(-1) = 7, de lo 
que concluimos que su función inversa 


cos:=g!: [0,7] > [-1,1] (16.28) 
resulta: 
= continua, ya que g es una función continua definida en [—1, 1] (Teorema 10.2.18); 
= derivable en (0, 7), ya que g'(x) 4 0 para cada x € (—1,1) (Corolario 11.2.6); 


= estrictamente decreciente, ya que g lo es. 
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Asimismo, dado ar € [0,2], vemos que cos() es el único número real en [0, 7] tal que 


dt. 


leo) [Fa 


Así, obtenemos una definición analítica de la función coseno en [0,7], como la coordenada 
x = cos & del punto final (x(@),y(a)) del arco continuo y = 7, que comienza en (1,0) y tiene 
longitud œ. A su vez, definimos sen : [0,11] — R en la forma 


sen d := y 1 — cos? a, (16.29) 


esto es, como la coordenada y = yg del punto “final” del arco y = (a). 


Las propiedades de las funciones seno y coseno 


Afirmamos que las funciones cos, sen : [0,2] + [—1, 1], definidas de acuerdo a (16.28) y (16.29), 
satisfacen las propiedades que hemos usado en las Secciones 10.1.1 y 11.1.1, esto es, para x,y € 
[0, 2] se satisfacen las siguientes propiedades: 


sen?x+cos?x= 1 para cada x € [0,7], (16.30) 
sen(x +y) = senx cos y + sen y cosx para x,y € [0, 7/2), (16.31) 
cos(x +y) = cosx cos y — senx seny para x,y € [0, 7/2), (16.32) 

senx<x< a para cada x € [0, 7/2). (16.33) 


Comenzamos observando que la identidad (16.30) es un consecuencia directa de la definición 
(16.29) de la función seno. 


El siguiente paso es considerar la validez de las fórmulas (16.31) y (16.32) con nuestra defini- 
ción “analítica” de las funciones seno y coseno. Para esto, observamos que, del resultado sobre la 
derivada de la función inversa (Corolario 11.2.6), tenemos que 


c08!(8(8)) = Sy = V1 =x? = 1/1 —cos*(g(x)) = — sen(g(x)) 


para cada x € (—1,1), es decir, cos’ œ = sen & para cada œ € (0,7). A su vez, combinando esta 


identidad con la definición de sen a, concluimos que 


: —cosacos’'a —cosasena 
sen (0) = = = cos a 
Mza sen a 
para cada a € (0,7). Esta información sobre las funciones derivadas cos’ y sen’ nos va a permitir 
deducir la validez de (16.31) y (16.32). 


Observamos que la validez de (16.31) y (16.32) es equivalente a la de las dos identidades si- 
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guientes, que se obtienen reemplazando x por x+ y e y por —x en (16.31) y (16.32): 


sen y = sen(x + y) cosx— cos(x + y) senx, (16.34) 


cos y = cos(x + y) cosx + sen(x + y) senx. (16.35) 


Es claro que (16.34) y (16.35) son evidentemente ciertas para y = 0. Asimismo, si fijamos y € 
(0, 2/2) y consideramos los miembros derechos de (16.34) y (16.35) como funciones de la variable 
x, entonces 


(sen(x+ y) cosx— cos(x + y) senx)’ = 


) 
= cos(x + y) cosx — sen(x + y) senx + sen(x + y) senx—cos(x+y) cosx = 0, 
) 


(cos(x +y) cosx + sen(x +y) senx)’ = 


= —sen(x+ y) cosx — cos(x + y) senx + cos(x + y) senx + sen(x + y) cosx = 0, 


es decir, los miembros derechos de (16.34) y (16.35) son funciones constantes en el intervalo 
[0,7/2], y por lo tanto coinciden con su valor en x = 0, esto es, seny y cosy respectivamente, 
como queríamos demostrar. 

Por último, la demostración de (16.33) se obtiene observando que los tres miembros resultan 
iguales en x = 0 y comparando las derivadas correspondientes en (0, 7/2). En resumen, tenemos el 
siguiente resultado, que asegura que las funciones seno y coseno que hemos definido de acuerdo a 
(16.28) y (16.29), tienen las mismas propiedades que las definidas geométricamente en la Sección 
10.1.1. 


Teorema 16.3.7. Las funciones cos, sen : [0,2] + [—1, 1] definidas de acuerdo a (16.28) y (16.29) 
satisfacen las propiedades (16.30), (16.31), (16.32) y (16.33). 


Ejercicio 16.3.8. Demostrar que cos,sen : [0,2] > [—1,1] definidas como en (16.28) y (16.29) 
poseen derivada por derecha en 0 y por izquierda en Tr, siendo sen’ 0 = 1, sen’ = —1 y cos' 0 = 
cos’ 1 = 0 (donde en todos estos casos la derivada es la correspondiente derivada lateral). 


A fin de obtener definiciones analíticas de seno y coseno en todo R basta con extender la función 
seno por imparidad a [— 7, 71], la función coseno por paridad a |—1, 11], y posteriormente extender 
ambas por perioricidad a R. 
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